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Суммированиевправойчастиэтихформулпроизводитсяпо
всемповторяющимсяиндексам,которыевходятвформулу
двараза—одинразкакверхнийиндексиодинразкак
нижнийиндекс.Перемножениеэтихдвухформулприводитв
точностиксоотношению(1.7)длякомпонентполяC.

Теорема2.1.Тензорноеумножениеассоциативно,тоесть
(A⊗B)⊗C)=A⊗(B⊗C).

Док-во.ПустьA—тензортипа(r,s),B—тензортипа
(m,n)иC—тензортипа(p,q).Имеетместоследующее
очевидноечисловоеравенство:

(

A
i1...ir

j1...jsB
ir+1...ir+m

js+1...js+n

)

C
ir+m+1...ir+m+p

js+n+1...js+n+q=

(2.3)
=A

i1...ir

j1...js

(

B
ir+1...ir+m

js+1...js+nC
ir+m+1...ir+m+p

js+n+1...js+n+q

)

.

Каквидимиз(2.3),ассоциативностьтензорногопроизведения
вытекаетизассоциативностиумножениячисел.�

Тензорноепроизведениенеявляетсякоммутативным.По-
строимпример,подтверждающийэто.Пустьвнекоторой
системекоординатковекторныеполяaиbимеюткомпонен-
тыa=(1,0,0)иb=(0,1,0).Положимc=a⊗bиd=b⊗a.
Тогдадлякомпонентc12иd12из(2.2)имеем:c12=1иd12=0.
Значит,a⊗b6=b⊗a.

РассмотримоператорноеполеF.ЕгокомпонентыF
i
j(x)

являютсякомпонентамиоператораF(x)вбазисеe1,e2,e3.
Известно,чтоследматрицыF

i
j(x)являетсяскалярныминва-

риантомоператораF(x)(см.[1]).Поэтомуформула

f(x)=trF(x)=
3∑

i=1

F
i
i(x)(2.4)
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Пользуясьформулой(1.3),выразимправуючасть(2.1)через
компонентыполейaиbвдругойсистемекоординат:

cij(x)=

(

3∑

p=1

T
p
iãp

)(

3∑

q=1

T
q
jb̃q

)

=
3∑

p=1

3∑

q=1

T
p
iT

q
j(ãpb̃q).

Еслимыобозначимчерезc̃pq(x̃)произведениекомпонентпо-
лейãi(x̃)иb̃j(x̃)вдругойсистемекоординат,товеличины
cij(x)иc̃pq(x̃)связанысоотношением(1.5).Значит,издвух
ковекторныхполейможноорганизоватьполеквадратичных
формпутемперемноженияихкомпонентвпроизвольнойде-
картовойсистемеотсчета.Этотприемназываетсятензорным

умножениемполейaиb.Дляполученногополяcиспользу-
етсяобозначениеc=a⊗b.

Описанныйприемперемножениякомпонентможетбыть
примененкпроизвольнымтензорнымполям.ПустьA—тен-
зорноеполетипа(r,s),аB—полетипа(m,n).Положим

C
i1...irir+1...ir+m

j1...jsjs+1...js+n(x)=A
i1...ir

j1...js(x)B
ir+1...ir+m

js+1...js+n(x).(2.2)

Определение2.1.ТензорноеполеCтипа(r+m,s+n),
компонентыкотороговычисляютсяпоформуле(2.2),называ-
етсятензорнымпроизведениемC=A⊗BполейAиB.

Данноеопределениетребуетпроверкинапредметкоррект-
ности.Мыдолжныубедитьсявтом,чтоприпереходеиз
однойдекартовойсистемыкоординатвдругуюкомпоненты
поляCпреобразуютсяпоправилу(1.7).Запишемправило
(1.7)применительноктензорнымполямAиB:

A
i1...ir

j1...js=
∑

p..q

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsÃ
p1...pr

q1...qs,

B
ir+1...ir+m

js+1...js+n=
∑

p..q

S
ir+1
pr+1...S

ir+m

pr+mT
qs+1

js+1...T
qs+n

js+nB̃
pr+1...pr+m

qs+1...qs+n.
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позволяетвединомключеописыватьвекторные,ковекторные
иоператорныеполя,атакжеполябилинейныхиквадратич-
ныхформ.Векторноеполеимееттип(1,0),ковекторноеполе
имееттип(0,1),операторное—(1,1)и,наконец,полебили-
нейных(иликвадратичных)формимееттип(0,2).Тензорные
полянекоторыхдругихтиповтакже,оказывается,имеютсо-
держательныйсмысл.Так,например,вследующейглавемы
рассмотримполекривизнысчетырьмяиндексами.

Переходотодиночныхтензоровктензорнымполямдобав-
ляетаргументывформуле(1.6).Теперьееследуетзаписывать
подобно(1.2),(1.3),(1.4)и(1.5)ввидедвухсоотношений:

F
i1...ir

j1...js(x)=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsF̃
p1...pr

q1...qs(x̃),

x
i
=

3∑

j=1

S
i
jx̃

j
+a

i
.

(1.7)

Формула(1.7)выражаетправилопреобразованиякомпонент
тензорногополятипа(r,s)призаменеоднойдекартовойси-
стемыкоординатнадругую.

Наиболеепростойтиптензорныхполей—этополятипа
(0,0),которыеназываютсяскалярнымиполями.Ихкомпо-
нентынеимеютиндексов,поэтомускалярныеполя—это
просточисловыефункциинапространствеE.

§2.Тензорноепроизведениеисвертка.

Рассмотримдваковекторныхполяaиb.Внекоторой
декартовойсистемекоординатонизадаютсясвоимикомпо-
нентамиai(x)иbj(x).Этодванаборафункций,потри
функциивкаждомнаборе.Образуемизнихновыйнабориз
девятифункцийпростымперемножением:

cij(x)=ai(x)bj(x).(2.1)
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формулаустанавливаетфункциональнуюсвязьмеждуэтими
двумянаборамиаргументов.Онаодинаковавовсехслучаях.

Первыеформулывсоотношениях(1.2),(1.3),(1.4)и(1.5)
различны.Однаковихзаписипрослеживаетсяопределенная
закономерность.Числознаковсуммыичислоиндексовсум-
мированиявправойчастиэтихформулопределяетсячислом
индексоввкомпонентахполяF.Общеечисломатрицпе-
реходавправойчастиформулытакжеопределяетсячислом
индексоввкомпонентахполяF,приэтомкаждыйверхний
индекспредполагаетиспользованиематрицыпереходаS,а
каждыйнижнийиндекс—матрицыT.

ЧислоиндексовполяFврассмотренныхвышепримерах
непревосходитдвух.Однако,подмеченнаязакономерностьв
правилепреобразованиякомпонентможетбытьобобщенана
случайпроизвольногочислаиндексов:

F
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsF̃
p1...pr

q1...qs(1.6)

Формула(1.6)содержит(r+s)-кратноесуммирование,при
которомкаждыйизиндексовp1,...,prиq1,...,qsпробегает
значенияот1до3.

Определение1.1.Тензоромтипа(r,s)называетсягео-
метрическийобъектF,компонентыкотороговпроизвольном
базисенумеруются(r+s)индексамиипризаменебазиса
преобразуютсяпоправилу(1.6).

Нижниеиндексывзаписикомпоненттензораиногдана-
зываютковариантнымииндексами,аверхние—контравари-

антнымииндексами.Обобщаяпонятиевекторногополя,мы
можемприкрепитьккаждойточкенекоторыйтензортипа
(r,s).Врезультатеэтогополучитсяпонятиетензорногополя
типа(r,s).Концепциятензорногополяудобнатем,чтоона
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F1(x),F2(x),F3(x),которыепризаменедекартовойсистемы
координатпреобразуютсяпоследующемуправилу:

Fi(x)=
3∑

j=1

T
j
iF̃j(x̃),

x
i
=

3∑

j=1

S
i
jx̃

j
+a

i
.

(1.3)

ВслучаеоператорногополяFформулапреобразованияком-
понентегоматрицыпризаменесистемыкоординатимеетвид:

F
i
j(x)=

3∑

p=1

3∑

q=1

S
i
pT

q
jF̃

p
q(x̃),

x
i
=

3∑

p=1

S
i
px̃

p
+a

i
.

(1.4)

Дляполябилинейных(иликвадратичных)формFправило
преобразованиякомпонентпризаменедекартовойсистемы
координатвыглядиттак:

Fij(x)=
3∑

p=1

3∑

q=1

T
p
iT

q
jF̃pq(x̃),

x
i
=

3∑

p=1

S
i
px̃

p
+a

i
.

(1.5)

Каждоеизсоотношений(1.2),(1.3),(1.4)и(1.5)состоитиз
двухформул.Перваяформулазадаетсвязьмеждукомпо-
нентамиполя,которыеявляютсяфункциямидвухразличных
набороваргументовx=(x

1
,x

2
,x

3
)иx̃=(x̃

1
,x̃

2
,x̃

3
).Вторая

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Даннаякнигабылазадуманакактретьякнигавсерии
учебныхпособий,призванныхохватитьтриосновныегеомет-
рическиедисциплиныбазовогоуниверситетскогокурса.Это

–«Курсаналитическойгеометрии»;
–«Курслинейнойалгебрыимногомернойгеометрии»;
–«Курсдифференциальнойгеометрии».

Книгапредназначенадляпервоначальногоизучениядиффе-
ренциальнойгеометрии.Поэтомуизложениеначинаетсяс
теориикривыхвтрехмерномевклидовомпространствеE.За-
темизлагаетсявекторныйанализвEвдекартовыхивкри-
волинейныхкоординатах,послечегорассматриваетсятеория
поверхностейвпространствеE.

Новомодныйподход,стартующийспонятиядифференци-
руемогомногообразия,нанашвзгляд,непригодендляперво-
начальногознакомстваспредметом.Слишкоммногоусилий
затрачиваетсянаосвоениеэтогопонятия,асодержательная
частьотодвигаетсянаболеепозднийсрок.Гораздоважнее
быстреепознакомитьчитателясдругимиэлементамисовре-
меннойгеометрии:векторнымитензорныманализом,ско-
вариантнымдифференцированиемитеориейримановойкри-
визны.Ограничениеразмерностиn=2иn=3неявляется
значительнымпрепятствиемнаэтомпути,апоследующийпе-
реходотповерхностейкмногообразиямбольшейразмерности
становитсяболееестественнымипростым.

АвторблагодаренКарбушевуД.Н.,БахитовуР.Р.,Убий-
коC.Ю.,БорисовуД.И.(http://borisovdi.narod.ru)иПоляко-
вуЮ.Н.запрочтениеиредактированиерукописикниги.

Ноябрь,1996г.Р.А.Шарипов.
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поляFприпереходеизоднойдекартовойсистемыкоординатв
другуюможновыразитьследующимидвумясоотношениями:

F
i
(x)=

3∑

j=1

S
i
jF̃

j
(x̃),

x
i
=

3∑

j=1

S
i
jx̃

j
+a

i
.

(1.2)

ЗдесьS
i
j—компонентыматрицыпереходаизбазисаe1,e2,e3

вбазисẽ1,ẽ2,ẽ3,ачислаa
1
,a

2
,a

3
—этокомпонентывектора

−−→OO′
вбазисеe1,e2,e3.

Формула(1.2)соединяетвсебеправилопреобразования
компонентвекторапризаменебазисасправиломпреобразо-
ваниякоординатточкипризаменедекартовойсистемыко-
ординат(см.[1]).Важнымнововведениемпосравнениюс
книгой[1]являетсяпоявлениеаргументовуF

i
иF̃

i
.Это,

конечноже,связаноспереходомотодиночныхвекторовк
векторнымполям.

НосточкамипространстваEможносвязыватьнетолько
векторы.Влинейнойалгебреизучаютсятакжековекторы,
линейныеоператоры,атакжебилинейныеиквадратичные
формы.ЗадаввкаждойточкепространстваEнекоторый
ковектор,мыполучаемковекторноеполе.Задаввкаждой
точкелинейныйоператор,получаемоператорноеполе.И,на-
конец,задаввкаждойточкебилинейную(иликвадратичную)
форму,получаемполебилинейных(иликвадратичных)форм.
ВыбордекартовойсистемыкоординатO,e1,e2,e3определяет
выборбазисаe1,e2,e3,скоторымсвязаночисловоепредстав-
лениевсехперечисленныхобъектов:дляковекторов—это
наборихкомпонент,длялинейныхоператоров,билинейных
иквадратичныхформ—этоихматрицы.Поэтомузада-
ниековекторногополяFэквивалентнозаданиютрехфункций



ГЛАВАII

ЭЛЕМЕНТЫВЕКТОРНОГО

ИТЕНЗОРНОГОАНАЛИЗА.

§1.Векторныеитензорныеполявпространстве.

ПустьвновьE—трехмерноеевклидовоточечноепростран-
ство.Скажем,чтовEзадановекторноеполе,есливкаждой
точкепространстваEзаданнекоторыйвектор,прикреплен-
ныйкэтойточке.Выберемнекоторуюдекартову(косоуголь-
ную)системуотсчетавпространствеE.Этопозволяетза-
даватьточкипространстваихкоординатамиx

1
,x

2
иx

3
,и

одновременноэтодаетбазисe1,e2иe3дляразложениявек-
торов,прикрепленныхкточкам.ТогдавекторноеполеF
можноизобразитьтремячисловымифункциями

F=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

F
1
(x)

F
2
(x)

F
3
(x)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,(1.1)

гдеx=(x
1
,x

2
,x

3
)—компонентырадиус-векторанекоторой

произвольнойточкиизE.Записьf(x)дляобозначенияфунк-
цииf(x

1
,x

2
,x

3
)значительносокращаетвсеформулы.

ВекторныйхарактерполяFпроявляетсяпризаменеод-
нойсистемыкоординатнадругую.Пустьформула(1.1)
определяеткомпонентывекторногополявсистемекоординат
O,e1,e2,e3ипустьO

′
,ẽ1,ẽ2,ẽ3—некотораядругаясисте-

макоординат.Правилопреобразованиякомпонентвекторного

ГЛАВАI

КРИВЫЕВТРЕХМЕРНОМЕВКЛИДОВОМ

ТОЧЕЧНОМПРОСТРАНСТВЕ.

§1.Кривые.Способызадания
кривой.Регулярныеиособыеточки.

ПустьE—трехмерноеевклидовоточечноепространство.
Точноематематическоеопределениеэтогопонятияможно
найтив[1].Однако,знаниеэтоготочногоопределенияне
являетсянастоятельнонеобходимым.Деловтом,чтоE—это
обычноетрехмерноепространство(то,вкотороммыживем).
CвойстваEподробноизучаютсявэлементарнойгеометриии
ваналитическойгеометриинабазенаглядныхинтуитивнопо-
нятныхгеометрическихобразов.Понятиекривойилипонятие
линиитакжесвязаноснагляднымгеометрическимобразом.
КриваявпространствеE—этоодномернопротяженныйгео-
метрическийобъект,составленныйизточекпространстваE.
Фактодномерностикривыхнаиболееотчетливопроявляется
привекторно-параметрическомспособезаданиякривой:

r=r(t)=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x
1
(t)

x
2
(t)

x
3
(t)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(1.1)

Выборточкинакривойсодержитоднустепеньсвободы—он
определяетсявыборомзначенияодногопараметраt,который

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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пробегаетнекоторыйинтервал,например,единичныйинтер-
вал[0,1]навещественнойчисловойоси.Точкикривойзада-
юсяихрадиус-векторамиr=r(t),компонентыкоторыхx

1
(t),

x
2
(t)иx

3
(t)являютсяфункциямипараметраt.

Условиенеразрывностикривой(1.1)накладываетусловие
непрерывностинафункцииx

1
(t),x

2
(t)иx

3
(t).Однако,огра-

ничившисьтолькоусловиемнепрерывностимыможем,оказы-
вается,получатьвкачествекривыхмножестваточек,совсем
несогласующиесяснашимиинтуитивнымипредставлениями
окривой.Вкурсематематическогоанализа(см.[2])часто
приводитсяпримеркривойПеано:этонепрерывнаяпара-
метрическаякривая,котораяпроходитчерезкаждуюточку
единичногоквадрата.Чтобыизбежатьподобныхказусов,
функцииx

i
(t)принятосчитатьнепрерывнодифференцируе-

мыми(классаC
1
)или,покрайнеймере,кусочнонепрерывно

дифференцируемыми.
Рассмотримдругойспособзаданиякривых.Любаяточка

пространстваEзадаетсявыборомтрехпараметров—трех
координатx

1
,x

2
иx

3
.Ограничимстепеньпроизвола,рас-

смотревмножествоточек,координатыкоторыхудовлетворя-
ютфункциональномууравнению

F(x
1
,x

2
,x

3
)=0,(1.2)

гдеF—некотораянепрерывнодифференцируемаяфункция
трехпеременных.Втипичнойситуациивыборточектакого
множествасодержитдвухпараметрическийпроизвол:выбрав
произвольнодвеизтрехкоординатточки,мыопределяем
третьюкоординатуизуравнения(1.2).Поэтому(1.2)—это
уравнениеповерхности.Впересечениидвухповерхностей
получаетсякривая.Этозначит,чтосистемадвухуравнений

{

F(x
1
,x

2
,x

3
)=0,

G(x
1
,x

2
,x

3
)=0

(1.3)

§5.КРИВЫЕКАКТРАЕКТОРИИТОЧЕК...25

Черезv(t)вформуле(5.4)мыпростообозначилимодуль
вектораскорости.

Рассмотримтраекториюматериальнойточкивнатураль-
номпараметреr(s).Тогдадляскорости(5.1)идляускорения
(5.2)получаемследующиевыражения:

v(t)=ṡ(t)·τ(s(t)),

a(t)=s̈(t)·τ(s(t))+(ṡ(t))
2
·τ

′
(s(t)).

Учитываяформулу(5.4)ипервоеизуравненийФрене,полу-
ченныевыраженияможнопереписатьтак:

v(t)=v(t)·τ(s(t)),

a(t)=v̇(t)·τ(s(t))+
(

k(s(t))v(t)
2
)

·n(s(t)).
(5.5)

Втораяизформул(5.5)определяетразложениевекторауско-
рениянадвекомпоненты.Перваяизнихнаправленапо
касательнойктраектории,онаназываетсякасательнымили
тангенциальнымускорением.Втораякомпонентанаправлена
понормаликтраекториивсторонуцентракривизны.Она
называетсяцентростремительнымускорением.Важноотме-
тить,чтоцентростремительноеускорениеопределяетсялишь
модулемскоростиигеометриейтраектории(еекривизной).



24ГЛАВАI.КРИВЫЕВТРЕХМЕРНОМПРОСТРАНСТВЕ...

Касательныйвекторктраектории,вычисленныйвпара-
метреt,называетсяскоростьюматериальнойточки:

v(t)=
dr
dt

=ṙ(t)=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

v
1
(t)

v
2
(t)

v
3
(t)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(5.1)

Производнаявектораскоростиповремениназываетсяускоре-

ниемматериальнойточки:

a(t)=
dv
dt

=v̇(t)=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

a
1
(t)

a
2
(t)

a
3
(t)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(5.2)

Движениематериальнойточкивклассичесеоймеханикеопре-
деляетсявторымзакономНьютона:

ma=F(r,v).(5.3)

Здесьm—массаматериальнойточки.Этоконстанта,харак-
теризующаяколичествоматерии,сосредоточенноевэтойма-
териальнойточке.ВекторF—этовекторсилы.Посредством
векторасилывмеханикеобозначаетсявоздействиеокружаю-
щихтел(иногдаоченьудаленных)наданнуюматериальную
точку.Величинатакоговоздействиязависитотрасположения
точкипоотношениюкокружающимтелам,ноиногдаона
можетзависетьиотскоростисамойточки.ЗаконНьютона
вформе(5.3)показывает,чтовнешнеевоздействиенепосред-
ственновлияетлишьнаускорениематериальнойточки,ане
наскоростьиненакоординатыточки.

Пустьs=s(t)—натуральныйпараметртраектории,выра-
женныйчерезвремя.Формула(2.5)дает:

ṡ(t)=|v(t)|=v(t).(5.4)

§1.КРИВЫЕ.СПОСОБЫЗАДАНИЯКРИВОЙ...9

втипичнойситуациизадаеткривуювE.Есликриваяцеликом
лежитвнекоторойплоскости,тоговорятчтоэтоплоская

кривая.Дляплоскойкривойодноизуравненийв(1.3)можно
заменитьуравнениемплоскостиAx

1
+Bx

2
+Cx

3
+D=0.

Пустькриваязаданауравнением(1.3).Выберемоднуиз
переменныхx

1
,x

2
илиx

3
вкачествепараметра.Пустьдля

определенностиx
1

=t.Тогда,записавуравнения(1.3)ввиде

{

F(t,x
2
,x

3
)=0,

G(t,x
2
,x

3
)=0

иразрешивихотносительноx
2

иx
3
,получимдвефункции

x
2
(t)иx

3
(t).Значит,тажесамаякривая,чтозадается

системойуравнений(1.3),можетбытьзаданаиввекторно-
параметрическомвиде:

r=r(t)=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
x

2
(t)

x
3
(t)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.

Пусть,наоборот,криваяпервоначальнозаданаввекторно-
параметрическомвиде(1.1).Используятрифункцииx

1
(t),

x
2
(t)иx

3
(t)изформулы(1.1),построимследующиедвеси-

стемыуравнений:

{

x
1
−x

1
(t)=0,

x
2
−x

2
(t)=0,

{

x
1
−x

1
(t)=0,

x
3
−x

3
(t)=0.

(1.4)

Исключивпараметрtизпервойиизвторойсистем(1.4)мы
получимдвауравнения:первоеуравнениесвязываетx

1
сx

2
,

авторое—x
1

cx
3
:

{

F(x
1
,x

2
)=0,

G(x
1
,x

3
)=0.
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Эточастныйслучайсистемыуравнений(1.3).Значит,вектор-
но-параметрическоепредставлениекривойможетбытьпреоб-
разованоквидусистемыуравнений(1.3).

Ниодинизрассмотренныхспособовзаданиякривойне
являетсяабсолютнопредпочтительнымпереддругим.Вза-
висимостиотситуациииспользуетсякактот,такидругой.
Обаимеютсвоипреимуществаисвоинедостатки.Однако,
дляпервоначальногоизучениятеориикривыхмывыберем

векторно-параметрическийспособ.
Пустьданапараметрическаякри-
ваяγклассаC

1
.Этокривая,ко-

ординатныефункцииx
1
(t),x

2
(t)

иx
3
(t)которойнепрерывнодиф-

ференцируемы.Выберемдвараз-
личныхзначенияпараметра:tи
t̃=t+4t,где4t—приращение
параметра.ПустьAиB—соот-
ветствующиеэтимзначениямпа-
раметраточкинакривой.Прове-
демчерезнихпрямую—этобудет

секущаядлякривойγ.Направляющийвекторaэтойпрямой
коллинеаренвектору−→AB.Выберемеготак:

a=
−→AB
4t

=
r(t+4t)−r(t)

4t
.(1.5)

Устремим4tкнулю.ПриэтомточкаBустремитсякточке
A,апрямаяABзайметсвоепредельноеположениеистанет
касательнойккривойвточкеA.Поэтомупредельноезначение
вектора(1.5)—этокасательныйвекторккривойγвточкеA:

τ(t)=lim
4t→∞

a=
dr(t)
dt

=ṙ(t).(1.6)

§5.КРИВЫЕКАКТРАЕКТОРИИТОЧЕК...23

ЗдесьC—константаинтегрирования.Соединим(4.7)спер-
вымсоотношением(4.6)иподставимэтовформулу(4.5):

r̃(s̃)=r(ψ(s̃))+(C−ψ(s̃))·τ(ψ(s̃)).

Сделаемподстановкуs̃=ϕ(s)вполученнуюформулуиобо-
значимρ(s)=r̃(ϕ(s)),чтодает

ρ(s)=r(s)+(C−s)·τ(s).(4.8)

Формула(4.8)—этопараметрическоеуравнениеэвольвенты
дляплоскойкривойr(s).Наличиепроизвольнойконстанты
вуравнении(4.8)показывает,чтоэвольвентанеединственна.
Каждаякриваяобладаетцелымсемействомэвольвент.Ана-
логичноеобстоятельствоимеетместоивпространственном
случае,однако,ещеразподчеркнем,чтоформула(4.8)для
пространственныхкривыхнеприменима.

§5.Кривыекактраектории
материальныхточеквмеханике.

Изложениеклассическоймеханикитрадиционноначинается
срассмотрениядвиженияматериальныхточек.Материаль-

нойточкойпринятоназыватьвсякийматериальныйобъект,
собственныеразмерыкоторогопренебрежимомалыпосрав-
нениюсмасштабамиегоперемещениявпространстве.По-
ложениетакогообъектаможнохарактеризоватьегорадиус
векторомrвнекоторойдекартовойсистемеотсчета,апе-
ремещениеможноизображатьфункциейr(t).Криваяr(t)
называетсятраекториейматериальнойточки.Вотличиеот
чистогеометрическихлиний,траекторииматериальныхточек
обладаютвыделеннымпараметромt,отличнымотнатураль-
ногопараметраs.Этотпараметр—время.
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векторно-параметрическимуравнениемэволюты.Отметим,
чтонатуральныйпараметрsисходнойкривойнеявляется
натуральнымпараметромнаэволюте.

Пустьдананекотораяпространственнаякриваяr(t).Кри-
ваяr̃(s̃),эволютакоторойρ̃(s̃)совпадаетскривойr(t),назы-
ваетсяэвольвентойкривойr(t).Задачапостроенияэволюты
позаданнойкривойрешаетсяформулой(4.4).Обратнаяза-
дачапостроенияэвольвентыпозаданнойкривойоказывается
болеесложной.Эффективновявнойформеонарешаетсяв
случаеплоскойкривой.

Пустьвектор-функцияr(s)определяетнекоторуюплоскую
кривуювнатуральнойпараметризацииипустьr̃(s̃)—эволь-
вентаэтойкривойвсвоейсобственнойнатуральнойпара-
метризации.Связьмеждуsиs̃осуществляетсянекоторой
функциейϕвформеs̃=ϕ(s).Пустьψ=ϕ

−1
—обратная

функциядляϕиs=ψ(s̃).Применениеформулы(4.4)дает

r(ψ(s̃))=r̃(s̃)+
ñ(s̃)

k̃(s̃)
.(4.5)

Продифференцируемсоотношение(4.5)поs̃ивоспользуемся
формулой(3.1)иуравнениямиФреневформе(4.1):

ψ
′
(s̃)·τ(ψ(s̃))=

d

ds̃

(

1

k̃(s̃)

)

·ñ(s̃).

Здесьτ(ψ(s̃))иñ(s̃)—этовектораединичнойдлины,которые
коллинеарнывсилуполученногосоотношения.Значит:

ñ(s̃)=±τ(ψ(s̃)),ψ
′
(s̃)=±

d

ds̃

(

1

k̃(s̃)

)

.(4.6)

Второеизсоотношений(4.6)можетбытьпроинтегрировано:

1

k̃(s̃)
=±(ψ(s̃)−C).(4.7)

§1.КРИВЫЕ.СПОСОБЫЗАДАНИЯКРИВОЙ...11

Компонентыкасательноговектора(1.6)получаютсядиффе-
ренцированиемкомпонентрадиус-вектораr(t)поt.

Касательныйвекторṙ(t)определяетнаправлениепереме-
щенияточкивдолькривойдляданногозначенияпараметра
t.Точки,вкоторыхвекторṙ(t)зануляется,оказываютсявы-
деленными.Это«точкиостановки»,послеостановкиточка
можетначатьдвижениесовсемвдругомнаправлении.Для
примерарассмотримдвеплоскиекривые:

r(t)=

∥

∥

∥

∥

t
2

t
3

∥

∥

∥

∥,r(t)=

∥

∥

∥

∥

t
4

t
3

∥

∥

∥

∥.(1.7)

Приt=0обекривые(1.7)проходятчерезначалокоординат
икасательныевекторыобоихкривыхвэтойточкеравны
нулю.Однако,поведениеэтихкривыхприпрохождениичерез
началокоординатсущественноразличается.Перваякривая

имеетизломтипаострия,автораяникакойособенностивэтой
точкенеимеет.Поэтомуусловие

τ(t)=ṙ(t)=0(1.8)

являетсялишьнеобходимым,нонедостаточнымусловием
существованияособенностивточкеr(t)напараметрической
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кривой.Противоположноеусловие

τ(t)=ṙ(t)6=0(1.9)

гарантируетотсутствиеособенностивточкеr(t).Поэтому
точкипараметрическойкривой,гдевыполненоусловие(1.9),
всегдаоказываютсярегулярными(неособыми).

Рассмотримвопросоразделениирегулярныхиособыхто-
чекнакривых,заданныхсистемойуравнений(1.3).Пустько-
ординатыточкиA=(a

1
,a

2
,a

3
)удовлетворяютсистемеурав-

нений(1.3).ФункцииF(x
1
,x

2
,x

3
)иG(x

1
,x

2
,x

3
)будемсчи-

татьнепрерывнодифференцируемыми.Следующаяматрица,
составленнаяизчастныхпроизводныхFиGвточкеA:

J=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂F

∂x1

∂F

∂x2

∂F

∂x3

∂G

∂x1

∂G

∂x2

∂G

∂x3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,(1.10)

называетсяматрицейЯкобиилиякобианомсистемыуравне-
ний(1.3).ЕслиследующийминорвматрицеЯкоби

M1=det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂F

∂x2

∂F

∂x3

∂G

∂x2

∂G

∂x3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6=0

отличенотнуля,тоуравнения(1.3)разрешимыотносительно
переменныхx

2
иx

3
вокрестноститочкиA.Ониопределяют

трифункцииx
1

=t,x
2

=x
2
(t)иx

3
=x

3
(t),которыеза-

даютнепрерывнодифференцируемуюпараметрическуюкри-
вую,проходящуючерезточкуA.Этотфактвытекаетиз
теоремыонеявнойфункции(см.[2]).Заметим,чтокасатель-

§4.ЦЕНТРКРИВИЗНЫИРАДИУСКРИВИЗНЫ...21

задаватьследующимиуравнениями

r(s)=

∥

∥

∥

∥

Rcos(s/R)
Rsin(s/R)

∥

∥

∥

∥,(4.2)

гдеs—натуральныйпараметр.Подставив(4.2)в(3.1)идалее
в(3.2),находимединичныйкасательныйвекторокружности
τ(s)иединичныйвекторглавнойнормалиn(s):

τ(s)=

∥

∥

∥

∥

−sin(s/R)
cos(s/R)

∥

∥

∥

∥,n(s)=

∥

∥

∥

∥

−cos(s/R)
−sin(s/R)

∥

∥

∥

∥.(4.3)

Теперь,подставив(4.3)в(4.1),вычисляемкривизнуокружно-
стиk(s)=1/R=const.Кривизнаkокружностипостоянна,а
обратнаякривизна1/kсовпадаетсеерадиусом.

Отступимотточкиr(s)наокружностинавеличину1/kв
направлениивекторанормалиn(s).Легковидеть,чтопри
этоммыпопадаемвцентрокружности.Проделаеманалогич-
нуюпроцедуруспроизвольнойпространственнойкривой.В
результатеэтогодействияизточкиr(s)накривоймыпереме-
стимсявточкусрадиус-вектором

ρ(s)=r(s)+
n(s)
k(s)

.(4.4)

Разумеется,этоможносделатьлишьвточках,гдеk(s)6=0.
Аналогиясокружностьюопределяетследующуютерминоло-
гию:величинаR(s)=1/k(s)называетсярадиусомкривизны,а
точкасрадиус-вектором(4.4)называетсяцентромкривизны

кривойвточкеr(s).
Вслучаепроизвольнойкривойеецентркривизнынеявля-

етсяфиксированнойточкой.Приизмененииsцентркривизны
перемещается,заметаянекоторуюкривую,котораяназывает-
сяэволютойдляисходнойкривой.Формула(4.4)служит

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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Френеполучаемследующеевыражение:

b
′
(s)=−κ(s)·n(s).(3.7)

Соединимуравнения(3.2),(3.6)и(3.7)воднусистему:











τ
′
(s)=k(s)·n(s),

n
′
(s)=−k(s)·τ(s)+κ(s)·b(s),

b
′
(s)=−κ(s)·n(s).

(3.8)

Уравнения(3.8)связываютвектораτ(s),n(s)иb(s)сих
производнымипоs.Этидифференциальныеуравнения,опи-
сывающиединамикурепераФрене,известныкакуравнения

Френе.Уравнения(3.8)следуетдополнитьуравнением(3.1),
котороеопределяетдинамикуточкиr(s)(точкиприкрепления
вектороврепераФрене).

§4.Центркривизныирадиус
кривизны.Эволютаиэвольвентакривой.

Вслучаеплоскойкривойвектораτ(s)иn(s)лежатвтой
жеплоскости,чтоивсякривая.Поэтомувекторбинормали
(3.3)вэтомслучаесовпадаетсвекторомединичнойнормалик
плоскости.Егопроизводнаяb

′
(s)равнанулю.Отсюдавсилу

третьегоуравненияФрене(3.7)дляплоскойкривойполучаем
κ(s)≡0.УравненияФрене(3.8)вслучаеплоскойкривой
редуцируютсяквиду

{

τ
′
(s)=k(s)·n(s),

n
′
(s)=−k(s)·τ(s).

(4.1)

РассмотримокружностьрадиусаRсцентромвначалекоор-
динат,лежащуювкоординатнойплоскостиx

3
=0.Ееудобно

§1.КРИВЫЕ.СПОСОБЫЗАДАНИЯКРИВОЙ...13

ныйвекторктакойкривой

τ=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1
ẋ

2

ẋ
3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6=0

отличенотнуля,егоперваякомпонентаравнаединице.По-
этомуусловиеM16=0гарантируетрегулярностькривой(1.3)
вточкеA.НоматрицаЯкоби(1.10)имеетещедваминора:

M2=det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂F

∂x3

∂F

∂x1

∂G

∂x3

∂G

∂x1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,M3=det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂F

∂x1

∂F

∂x2

∂G

∂x1

∂G

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

длякоторыхимеютместоаналогичныеутверждения.Поэто-
мумыимеемследующуютеорему.

Теорема1.1.Кривая,заданнаяуравнениями(1.3),регу-
лярнавовсехточках,гдерангматрицы(1.10)равен2.

Плоскаякривая,лежащаявплоскостиx
3

=0,можетбыть
заданаоднимуравнениемF(x

1
,x

2
)=0.Второеуравнение

заменяетсяздесьусловиемx
3

=0.ПоэтомуG(x
1
,x

2
,x

3
)=x

3
.

МатрицаЯкобисистемыуравнений(1.3)имеетвид:

J=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂F

∂x1

∂F

∂x20

001

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(1.11)

УсловиеrankJ=2эквивалентнотому,что,поменьшеймере,
однаиздвухчастныхпроизводныхвматрице(1.11)отлична
отнуля.ЭтипроизводныесоставляютградиентфункцииF:

gradF=

(

∂F

∂x1,
∂F

∂x2

)

.
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Теорема1.2.Плоскаякривая,котораязаданауравнением
F(x

1
,x

2
)=0,регулярнавовсехточках,вкоторыхgradF6=0.

Теорема1.2являетсяпростымследствиемтеоремы1.1исо-
отношения(1.11).Отметим,чтотеоремы1.1и1.2даютлишь
достаточныеусловиярегулярноститочек.Поэтомурегуляр-
нымимогутоказатьсяиточки,гдеэтиусловияневыполнены.

§2.Интегралдлиныивыбор
натуральногопараметранакривой.

Рассмотримпараметрическуюкривуюr=r(t)классаC
1
,

гдепараметрtпробегаетотрезок[a,b].Рассмотриммонотонно
возрастающуюнепрерывнодифференцируемуюфункциюϕ(t̃)
наотрезке[ã,b̃],длякоторойϕ(ã)=aиϕ(b̃)=b.Функция
ϕ(t̃)принимаетвсезначенияизотрезка[a,b]ровнопоодному
разу.Поэтомуподстановкаt=ϕ(t̃)вr(t)определяетновую
вектор-функциюr̃(t̃)=r(ϕ(t̃)),котораяопределяеттуже
кривую,чтоиисходнаявектор-функцияr(t).Этапроцедура
заменыr(t)наr̃(t̃)называетсярепараметризациейкривой.
Вычисливкасательныйвекторвновойпараметризациикак
производнуюсложнойфункции,находим:

τ̃(t̃)=ϕ
′
(t̃)·τ(ϕ(t̃)).(2.1)

Здесьϕ
′
(t̃)—производнаяфункцииϕ(t̃)поt̃.Формула

(2.1)известнакакправилопреобразованиякасательноговек-

торакривойпризаменепараметризации.
Длярепараметризациикривойможноиспользоватьимоно-

тонноубывающуюнепрерывнодифференцируемуюфункцию
ϕ(t̃).Ноприэтомϕ(ã)=bиϕ(b̃)=a,тоестьконечнаяи
начальнаяточкакривойменяютсяролями.Такиерепарамет-
ризацииназываютсяизменяющимиориентациюкривой.

Изформулы(2.1)видим,чтокасательныйвекторτ̃(t̃)мо-
жетзанулятьсявнекоторыхточкахдажеприненулевомвек-

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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ныйрепер,втипичнойситуацииеговектораизменяютсяпри
перемещенииотточкикточкепокривой.

Рассмотримпроизводнуюn
′
(s).Этотвектор,прикреплен-

ныйкточкеr(s),можетбытьразложенповекторамрепера
Френевэтойжеточке.Всилулеммы3.1векторn

′
(s)ортого-

наленвекторуn(s).Поэтомуегоразложениеимеетвид

n
′
(s)=α·τ(s)+κ·b(s).(3.4)

Величинаαв(3.4)можетбытьвыраженачерезкривизну.
Действительно,изследующихвычисленийнаходим:

α(s)=(τ(s)|n
′
(s))=(τ(s)|n(s))

′
−

−(τ
′
(s)|n(s))=−(k(s)·n(s)|n(s))=−k(s).

(3.5)

Величинаκ=κ(s)неможетбытьвычисленачерезкривизну.
Этоещеоднахарактеристикакривой,называемаяеекручени-

емвточкеr(s).Разложениевектораn
′
(s)теперьимеетвид

n
′
(s)=−k(s)·τ(s)+κ(s)·b(s).(3.6)

Теперьрассмотримпроизводнуювекторабинормалиb
′
(s),

котораяперпендикулярнаb(s).Онатожераскладываетсяпо
векторамрепераФрене:b

′
(s)=β·n(s)+γ·τ(s).Коэффи-

циентыβиγвтакомразложениимогутбытьнайденыиз
вычислений,подобныхвычислениям(3.5):

β(s)=(n(s)|b
′
(s))=(n(s)|b(s))

′
−(n

′
(s)|b(s))=

=−(−k(s)·τ(s)+κ(s)·b(s)|b(s))=−κ(s).

γ(s)=(τ(s)|b
′
(s))=(τ(s)|b(s))

′
−(τ

′
(s)|b(s))=

=−(k(s)·n(s)|b(s))=0.

Отсюдадляразложениявектораb
′
(s)повекторамрепера
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Ноэтосоотношениевточностиэквивалентно(τ(s)|τ
′
(s))=0.

Леммадоказана.�

Всилудоказаннойлеммывекторτ
′
(s)ортогоналенединич-

номукасательномувекторуτ(s).Есливекторτ
′
(s)отличен

отнуля,тоегоможнопредставитьввиде

τ
′
(s)=k(s)·n(s).(3.2)

Скалярk(s)=|τ
′
(s)|вформуле(3.2)называетсякривизной,а

единичныйвекторn(s)называетсявекторомглавнойнормали

илипростовекторомнормаликривойвточкеr(s).Единичные
вектораτ(s)иn(s)ортогональныдругдругу.Дополнимэти
вектораещеоднимвекторомb(s),так,чтобывектораτ,nи
bобразовывалиправуютройку:

b(s)=[τ(s),n(s)].(3.3)

Векторb(s)в(3.3)называетсявекторомбинормали.Векто-
раτ(s),n(s)иb(s)составляютортонормированныйбазис,
прикрепленныйкточкеr(s).

Базисы,прикрепленныекточкам,принятоназыватьрепе-

рами.Реперыследуетотличатьотсистемкоординат.Де-
картовысистемыкоординаттакжеопределяютсязаданием
точки(началаотсчета)ибазиса.Однако,системыкоординат
предназначеныдляфиксациикоординатточек.Реперыимеют
другоеназначение.Ониобычноиспользуютсядляразложения
векторов,которыепосвоемупроисхождению,прикрепленык
темжеточкам,чтоивекторарепера.

Реперыредкобываютодиночными,обычновозникаютсе-
мействареперов:ккаждойточкенекоторогомножества(кри-
вой,поверхностиилидажевсегопространства)бываетпри-
крепленасвоятройкавекторов.Именнотакимявляетсярепер
τ(s),n(s),b(s).ОнназываетсяреперомФрене.Этоподвиж-

§2.ИНТЕГРАЛДЛИНЫ...15

тореτ(ϕ(t̃))засчетзануленияпроизводнойϕ
′
(t̃).Такие

точки,разумеется,неявляютсяособыми.Длятого,чтобыис-
ключитьвозникновениетакихустранимыхособенностейпри
репараметризации,допустимымизаменамипараметраприня-
тосчитатьлишьте,длякоторыхфункцияϕ(t̃)строгомоно-
тонна,тоестьϕ

′
(t̃)>0либоϕ

′
(t̃)<0.

Формула(2.1)показывает,чтокасательныйвекторкривойв
регулярныхточкахзависитнетолькоотгеометриикривой,но
иотспособапараметризации.Однако,влияниепараметриза-
цииневелико,онаможетдобавитьлишьчисловоймножитель
квекторуτ.Возникаетвопрос:несуществуетликакогото
выделенногоспособапараметризациикривой?Ответнаэтот
вопроссвязансинтеграломдлины.

РассмотримсегментпараметрическойкривойклассаC
1

с
параметромt,пробегающимотрезокчисловойоси[a,b].Пусть

a=t0<t1<...<tn=b.(2.2)

разбиениеэтогоотрезканаnчастей.Точкиr(t0),...,r(tn)
накривойопределяютнекоторую
n-звеннуюломаную.Обозначим
4tk=tk−tk−1иположим:

ε=max
k=1,...,n4tk.

Величинаε—этомелкостьраз-
биения(2.2).Длинаk-тогозвена
ломанойABвычисляетсяпофор-
мулеLk=|r(tk)−r(tk−1)|.Пользу-
ясьнепрерывнойдифференцируе-
мостьювектор-функцииr(t),для
нееизтейлоровскогоразложения
r(t)вточкеtk−1получаемLk=
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|τ(tk−1)|·4tk+o(ε).Поэтомупристремлениимелкостираз-
биения(2.2)кнулюдлиналоманойимеетпредел,равный
интегралуотмодулякасательноговектораτ(t)вдолькривой:

L=lim
ε→0

n∑

k=1

Lk=

b ∫

a

|τ(t)|dt.(2.3)

ВеличинуLв(2.3)естественносчитатьдлинойкривойAB.
Заметим,чтоприрепараметризациикривойвсилуформулы
(2.1)происходитлишьзаменапеременнойвинтеграле.Са-
мажевеличинаинтегралаLприэтомостаетсянеизменной.
Значит,длинаестьгеометрическийинварианткривой,неза-
висящийотспособаеепараметризации.

Интегралдлины(2.3)определяетвыделенныйспособпара-
метризациикривойвевклидовомпространстве.Обозначим
черезs(t)первообразнуюфункцииψ(t)=|τ(t)|:

s(t)=

t ∫

t0

|τ(t)|dt.(2.4)

Определение2.1.Величинаs,определяемаяинтегралом
(2.4),называетсянатуральнымпараметромкривойвевклидо-
вомпространстве.

Отметим,чтопослевыбораточкиотсчетаr(t0)ивыделен-
ногонаправления(ориентации)накривойзначениенатураль-
ногопараметраsзависиттолькоотточкикривой.Заменаs
на−sсоответствуетсменеориентациинапротивоположную.

Продифференцируеминтеграл(2.4)попеременномуверх-
немупределуt.Этоприводитксоотношению:

ds

dt
=|τ(t)|.(2.5)

Пересчитаемкасательныйвекторвнатуральнойпараметриза-

§3.РЕПЕРФРЕНЕ.ДИНАМИКАРЕПЕРАФРЕНЕ...17

ции,используяформулу(2.5):

dr
ds

=
dr
dt·

dt

ds
=

τ

|τ|
.(2.6)

Из(2.6)видим,чтовнатуральнойпараметризациикасатель-
ныйвекторимеетединичнуюдлинувовсехрегулярныхточ-
ках.Вособыхтакойвекторпростонеопределен.

§3.РеперФрене.ДинамикарепераФрене.
Кривизнаикручениепространственнойкривой.

Рассмотримгладкуюпараметрическуюкривуюr(s)вна-
туральномпараметре.Компонентырадиус-вектораr(s)для
такойкривойявляютсяфункциямиклассаC

∞
.Онинеограни-

ченноечислораздифференцируемыпоs.Единичныйвектор
τ(s)получаетсядифференцированиемr(s):

τ(s)=
dr
ds
.(3.1)

Продифференцируемвекторτ(s)понатуральномупараметру
sивоспользуемсяследующейлеммой.

Лемма3.1.Производнаявекторапостояннойдлиныесть
вектор,перпендикулярныйисходномувектору.

Док-во.Длядоказательствалеммывоспользуемсядекар-
товойпрямоугольнойсистемойкоординат:

|τ(s)|
2

=(τ(s)|τ(s))=(τ
1
)
2

+(τ
2
)
2
+(τ

3
)
2

=const.

Продифференцируемэтовыражениепоs,врезультатечего
получимследующеесоотношение:

d

ds

(

|τ(s)|
2
)

=
d

ds

(

(τ
1
)
2
+(τ

2
)
2
+(τ

3
)
2
)

=

=2τ
1
(τ

1
)
′
+2τ

2
(τ

2
)
′
+2τ

3
(τ

3
)
′
=0.
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Вформуле(10.11)произведемзаменуиндексовсуммирования.
Замениминдексjнаk,аиндексk,наоборот,наj.Такое
переобозначениеиндексовсуммированиянеменяетзначения
суммывправойчасти(10.11).Поэтому

F
i
=

3∑

j=1

3∑

k=1

εikj

∂
2
ϕ

∂xk∂xj=−
3∑

j=1

3∑

k=1

εijk

∂
2
ϕ

∂xj∂xk=−F
i
.

ЗдесьмыиспользоваликососимметричностьсимволаЛеви-
Чивитапопареиндексовjиkисимметричностьвторых
частныхпроизводныхфункцииϕпотойжепареиндексов:

∂
2
ϕ

∂xj∂xk=
∂

2
ϕ

∂xk∂xj.(10.12)

Значениесмешанныхвторыхчастныхпроизводныхдляфунк-
цийклассагладкостиC

2
независитотпорядкадифферен-

цирований.ПолученныесоотношенияF
i

=−F
i

немедленно
даютF

i
=0.Теоремадоказана.�

Теорема10.2.ДлялюбоговекторногополяFгладкости
C

2
выполненосоотношениеdivrotF=0.

Док-во.Здесь,какивслучаетеоремы10.1,выберемде-
картовупрямоугольнуюправоориентированнуюсистемукоор-
динат,послечегоиспользуемформулы(10.7)и(10.8).Для
скалярногополяϕ=divrotFизэтихформулполучаем:

ϕ=
3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

εijk

∂
2
F

k

∂xj∂xi.(10.13)

Используясоотношениеаналогичное(10.12)длясмешанных
производныхкомпонентвекторногополяF

∂
2
F

k

∂xj∂xi=
∂

2
F

k

∂xi∂xj
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определяетскалярноеполеf(x)впространствеE.Сумма,
подобная(2.4),можетбытьзаписанадлялюбоготензорного
поляF,компонентыкоторогоимеют,покрайнеймере,один
верхнийиодиннижнийиндекс:

H
i1...ir−1

j1...js−1(x)=
3∑

k=1

F
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1(x).(2.5)

Вформуле(2.5)индекссуммированияkпомещенвm-уюпо-
зициюсверхуивn-уюпозициюснизу.Последующиеиндексы
взаписикомпонентполяFсмещенынаоднупозициювправо:

Определение2.2.ТензорноеполеH,компонентыкото-
роговычисляютсяпоформуле(2.5)изкомпонентполяF,
называетсясверткойполяFпоm-ойиn-ойкомпонентам.

Подобноопределению2.1этоопределениетребуетпроверки
егокорректности.Проверим,чтопризаменесистемыкоорди-
наткомпонентыполяHпреобразуютсяпоправилу(1.7).Для
этогозапишемправило(1.7)длякомпонентполяFвправой
частиформулы(2.5):

F
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1=
∑

αp1...pr−1

βq1...qs−1

S
i1
p1...S

im−1
pm−1S

k
αS

im

pm...S
ir−1
pr−1×

×T
q1

j1...T
qn−1

jn−1T
β
kT

qn

jn...T
qs−1

js−1F̃
p1...pm−1αpm...pr−1

q1...qn−1βqn...qs−1.

Дляполученияэтойформулыиз(1.7)мыподставилииндекс
kвm-уюиn-уюпозиции,послечегосдвинулипоследующие
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индексынаоднупозициювправо.Длядостиженияболь-
шейсимметричностимеждулевойиправойчастямиформулы
аналогичнаяподвижкасделанаивиндексахсуммирования.
Ясно,чтотакоепереобозначениеиндексовсуммированияне
меняетзначениясуммы.

Теперьдлявыполнениясверткидобавимсуммированиепо
k.Вправойчастиформулыэтосуммированиеможновыпол-
нитьявно,чтовытекаетизследующейформулы(T=S

−1
):

3∑

k=1

S
k
αT

β
k=δ

β
α.(2.6)

Всилу(2.6),послевыполнениясуммированияпоk,можно
выполнитьисуммированиепоβипоα.Приэтомучтем,что

3∑

α=1

F̃
p1...pm−1αpm...pr−1
q1...qn−1αqn...qs−1=H̃

p1...pr−1
q1...qs−1.

Этоприводиткследующемусоотношению

H
i1...ir−1

j1...js−1=
∑

p1...pr−1
q1...qs−1

S
i1
p1...S

ir−1
pr−1T

q1

j1...T
qs−1

js−1H̃
p1...pr−1
q1...qs−1,

котороевточностисовпадаетсправиломпреобразованияком-
поненттензорногополя(1.7),записаннымприменительнок
полюH.Корректностьопределения2.2доказана.

Операциясвертывания,введеннаявопределении2.2,всегда
требуетуказанияпозицийдвухиндексов,покоторымпроизво-
дитсясвертывание.Одинизиндексовдолженбытьверхним,
авторой—нижним.Дляобозначениясверткииспользуется
значокC,формулу(2.5)сокращеннозаписываюттак:

H=Cm,n(F)=C(F).
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Формула(10.7)дляротораимеетизящноепредставлениев
видеформальногоопределителяматрицы3×3:

rotF=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1e2e3

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3

F
1

F
2

F
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.(10.9)

Формула(8.2)длявекторногопроизведениявдекартовойпря-
моугольнойправоориентированнойсистемекоординатперехо-
дитвформулу(6.9),котораятакжеимеетпредставлениев
видеформальногоопределителя:

[X,Y]=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1e2e3

X
1

X
2

X
3

Y
1

Y
2

Y
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.(10.10)

Сходство(10.9)и(10.10)позволяетпредставлятьоператор
ковариантногодифференцирования∇ввидевектораском-
понентами∇=(∂/∂x

1
,∂/∂x

2
,∂/∂x

3
),адивергенциюиротор

записыватьввидескалярногоивекторногопроизведений:

divF=(∇|F),rotF=[∇,F].

Теорема10.1.Длялюбогоскалярногополяϕгладкости
C

2
выполненосоотношениеrotgradϕ=0.

Док-во.Выберемдекартовупрямоугольнуюправоориен-
тированнуюсистемукоординатииспользуемформулы(10.6)
и(10.7).ПустьF=rotgradϕ.Тогда:

F
i
=

3∑

j=1

3∑

k=1

εijk

∂
2
ϕ

∂xj∂xk.(10.11)
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гдеωijk—компонентытензораобъема,которыеопределяются
формулой(8.1).

Определение10.3.ВекторноеполеρвпространствеE,
определяемоеформулой(10.5),называетсяроторомвекторно-
гополяF.Онообозначаетсяρ=rotF.

Всилуформулы(10.5)роторвекторногополяFестьсверт-
катензорногопроизведенияĝ⊗ω⊗ĝ⊗∇Fпочетыремпарам
индексов:rotF=C(ĝ⊗ω⊗ĝ⊗∇F).

Замечание.Есливеличиныωijkв(10.5)пониматькак
компонентыпсевдотензораобъема(6.11),тороторвекторного
поляследуетсчитатьпсевдовекторнымполем.

Пустьвыбранадекартовапрямоугольнаяправоориентиро-
ваннаясистемакоординатO,e1,e2,e3впространствеE.Ее
базисe1,e2,e3являетсяортонормированнымправымбазисом.
МатрицаГраматакогобазисаединична,поэтому

gij=g
ij

=δ
i
j=

{

1приi=j,

0приi6=j.

ПсевдоскалярноеполеориентацииξEвправоориентирован-
нойсистемекоординатявляетсяконстантнымполем,равным
единице:ξE≡1.Этиобстоятельствасущественноупрощают
записьформул(10.1)и(10.5)длякомпонентградиентаgradf
идлякомпонентротораrotF:

(gradf)
i
=

∂f

∂xi,(10.6)

(rotF)
i
=

3∑

j=1

3∑

k=1

εijk

∂F
k

∂xj.(10.7)

Формула(10.4)длядивергенцииостаетсябезизменений:

divF=
3∑

k=1

∂F
k

∂xk.(10.8)
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Указаниенаmиnчастоопускают,ибоэтобываетясноиз
контекста.

Тензорноеполетипа(1,1)можносвернутьединственным
способом.ДлятензорногополяFтипа(2,2)ужеимеется
дваспособасвертывания.Врезультатетакихсвертываний,
вообщеговоря,получаютсяразныетензорныеполятипа(1,1).
Полученныетензорныеполятипа(1,1)можноподвергнуть
ещеоднойсвертке.Приэтомполучитсяполнаясверткаполя
F,котораябудетскалярнымполем.Полетипа(2,2)может
иметьдверазличныеполныесвертки.Вобщемслучаеполя
Fтипа(n,n)числополныхсвертокравноn!,разумеется,если
срединихнетсовпадающих.

Операциитензорногопроизведенияисверткичастовозни-
каютестественнымобразом.Например,пустьвпространстве
Eзадановекторноеполеvиковекторноеполеw.Этозначит,
чтоккаждойточкеприкрепленодинвекториодинковектор.
Вычисливпоточечноскалярныепроизведениятакихвекторов
иковекторов,мыполучимскалярноеполеf=〈w|v〉.В
координатахтакоескалярноеполевычисляетсяпоформуле:

f=
3∑

k=1

wiv
i
.(2.7)

Изформулы(2.7)ясно,чтоf=C(w⊗v).Скалярноепро-
изведениеf=〈w|v〉—этосверткатензорногопроизведения
полейwиv.Аналогичнымобразом,еслизаданооператорное
полеFивекторноеполеv,тодействиеFнаvопределяет
новоевекторноеполеu=Fv,где

u
i
=

3∑

j=1

F
i
jv

j
.

Приэтомможнозаписать:u=C(F⊗v);хотя,этазапись
неоднозначна.Онаможетозначатьтакжеумножениеполяv
наследоператорногополяF.

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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§3.Алгебратензорныхполей.

Пустьvиw—двавекторныхполя.Тогдавкаждой
точкепространстваEопределеныдвавектораv(x)иw(x),
которыеможносложить.Врезультатеэтогополучитсяновое
векторноеполеu=v+w.Аналогичнымобразомможно
определитьисложениетензорныхполей.ПустьAиB—два
тензорныхполятипа(r,s).Рассмотримсуммуихкомпонент
внекоторойдекартовойсистемекоординат:

C
i1...ir

j1...js=A
i1...ir

j1...js+B
i1...ir

j1...js.(3.1)

Определение3.1.ТензорноеполеCтипа(r,s),компо-
нентыкотороговычисляютсяпоформуле(3.1),называется
суммойполейAиBтипа(r,s).

Проверкаправила(1.7)длякомпонентполяCнесоставля-
еттруда.Достаточнозаписатьправило(1.7)длякомпонент
полейAиBисложитьполученныеформулы.Поэтомуопре-
деление3.1корректно.

Сумматензорныхполейкоммутативнаиассоциативна.Это
вытекаетизкоммутативностииассоциативностисложения
чиселвсилуследующихочевидныхсоотношений:

A
i1...ir

j1...js+B
i1...ir

j1...js=B
i1...ir

j1...js+A
i1...ir

j1...js,

(

A
i1...ir

j1...js+B
i1...ir

j1...js

)

+C
i1...ir

j1...js=A
i1...ir

j1...js+
(

B
i1...ir

j1...js+C
i1...ir

j1...js

)

.

ОбозначимчерезT(r,s)множествотензорныхполейтипа
(r,s).Тензорноеумножение,введенноевопределении2.1,
представляетсобойследующуюбинарнуюоперацию:

T(r,s)×T(m,n)→T(r+m,s+n).(3.2)

Операциясложениятензоровиоперациятензорногоумноже-
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ПустьX—некотороевекторноеполевE.Рассмотрим
скалярноепроизведениевекторныхполейXиgradf.Всилу
формулы(10.1)такоескалярноепроизведениедвухвекторов
сводитсякскалярномупроизведениювектораXиковектора
∇f:

(X|gradf)=
3∑

k=1

X
k∂f

∂xk=〈∇f|X〉.(10.2)

Величина(10.2)являетсяскаляром.Онанезависитотвыбора
системыкоординат,вкоторойвычисленыкомпонентыXи
∇f.Ещеоднаформазаписидлявеличины(10.2)связана
сковариантнымдифференцированиемвдольвекторногополя
X,котороебылоопределеноформулой(5.5):

(X|gradf)=∇Xf.(10.3)

Поаналогиисформулой(10.3),ковариантныйдифференциал
∇Fпроизвольноготензорногополяиногданазываютковари-

антнымградиентомполяF.
ПустьF—векторноеполе.Тогдаегоковариантныйдиф-

ференциал∇F—этооператорноеполе(полетипа(1,1)).
Обозначимчерезϕсверткуполя∇F:

ϕ=C(∇F)=
3∑

k=1

∂F
k

∂xk.(10.4)

Определение10.2.СкалярноеполеϕвпространствеE,
определяемоеформулой(10.4),называетсядивергенциейвек-
торногополяF.Онообозначаетсяϕ=divF.

ПомимоскалярногополяdivF,изполя∇Fможнооргани-
зоватьещеивекторноеполе.Рассмотримвеличины

ρ
m

=
3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

3∑

q=1

g
mi
ωijkg

jq
∇qF

k
,(10.5)
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сквозной.Притакомспособезаписиукаждогоиндексаесть
«своеместо»внизуинаверху.Поэтомувследующейзаписи
легкоугадываетсяспособ,припомощикоторогополучаются
компонентысоответствующихтензоров:

A
i
jkq,A

ij
kq,A

ik
jq,A

jk
iq.(9.4)

Несмотрянанекоторыепреимуществаформызаписи(9.3)и
(9.4),онанеявляетсяобщепринятой.Деловтом,чтоона
обладаетирядомнедостатков.Например,записьобщихфор-
мул(1.6),(2.2),(2.5)инекоторыхдругихстановитсяочень
громоздкойинеудобнойдлявосприятия.Вдальнейшеммы
будемиспользоватьпрежнийспособнумерациииндексов,а
приподнятиииопусканиииндексовбудемспециальноогова-
риватьвыборподнимаемогоилиопускаемогоиндексаиместо
егоразмещениявзаписикомпонентполученногополя.

§10.Градиент,дивергенцияиротор.
Некоторыетождествавекторногоанализа.

Рассмотримдифференцируемоескалярноеполеfили,ины-
мисловами,простофункциюf.Применимоперациюковари-
антногодифференцирования∇,определеннуюв§5,кполю
f.Полученныйковариантныйдифференциал∇f—этоковек-
торноеполе(полетипа(0,1)).Применивоперациюподнятия
индекса(9.2)кковекторномуполю∇f,мыполучимвекторное
полеFскомпонентами

F
i
=

3∑

k=1

g
ik∂f

∂xk.(10.1)

Определение10.1.ВекторноеполеFвпространствеE,
компонентыкотороговычисляютсяпоформуле(10.1),назы-
ваетсяградиентомфункцииf.ОнообозначаетсяF=gradf.
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ния(3.2)связаныдистрибутивнымизаконами:

(A+B)⊗C=A⊗C+B⊗C,

C⊗(A+B)=C⊗A+C⊗B.
(3.3)

Дистрибутивныезаконы(3.3)вытекаютиздистрибутивности
умножениячисел.Ихдоказательствосводитсякследующим
очевиднымформуламвкомпонентахтензорныхполей:

(

A
i1...ir

j1...js+B
i1...ir

j1...js

)

C
ir+1...ir+m

js+1...js+n=

=A
i1...ir

j1...jsC
ir+1...ir+m

js+1...js+n+B
i1...ir

j1...jsC
ir+1...ir+m

js+1...js+n,

C
i1...ir

j1...js

(

A
ir+1...ir+m

js+1...js+n+B
ir+1...ir+m

js+1...js+n

)

=

=C
i1...ir

j1...jsA
ir+1...ir+m

js+1...js+n+C
i1...ir

j1...jsB
ir+1...ir+m

js+1...js+n.

Всилу(3.2)множествоскалярныхполейK=T(0,0)(или
простомножествочисловыхфункций)замкнутоотносительно
тензорногоумножения⊗,котороездесьсовпадаетсобычным
умножениемфункций.МножествоKявляетсякоммутатив-
нымкольцом(см.[3])сединицей,рольединичногоэлемента1
играетконстантнаяфункция,равнаяединицевовсехточках
пространстваE.

Положимm=n=0вформуле(3.2).Вэтомслучаеона
описываетумножениетензорныхполейизT(r,s)начисловые
функцииизкольцаK.ТензорноепроизведениеполяAи
скалярногополяξ∈Kкоммутативно:A⊗ξ=ξ⊗A.По-
этомудляумножениятензорныхполейначисловыефункции
используетсязначокобычногоумножения:ξ⊗A=ξ·A.Опе-
рациисложенияиумножениянаскалярныеполявмножестве
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T(r,s)обладаютследующимисвойствами:

(1)A+B=B+A;
(2)(A+B)+C=A+(B+C);
(3)существуетполе0∈T(r,s),такое,чтоA+0=Aдля

любоготензорногополяA∈T(r,s);
(4)длявсякоготензорногополяA∈T(r,s)существуетпро-

тивоположноеполеA
′
,такое,чтоA+A

′
=0;

(5)ξ·(A+B)=ξ·A+ξ·Bдлявсякойфункцииизкольца
KивсякихдвухполейA,B∈T(r,s);

(6)(ξ+ζ)·A=ξ·A+ζ·Aдлявсякоготензорногополя
A∈T(r,s)илюбыхдвухфункцийξ,ζ∈K;

(7)(ξζ)·A=ξ·(ζ·A)длявсякогополяA∈T(r,s)илюбых
двухфункцийξ,ζ∈K;

(8)1·A=AдлявсякогополяA∈T(r,s).

Рольнулявсвойстве(3)играеттензорноеполе,всекомпонен-
тыкоторогоравнынулютождественно.ПолеA

′
всвойстве(4)

можноопределитькакполе,всекомпонентыкоторогоотлича-
ютсяоткомпонентполяAсменойзнаканапротивоположный.

Перечисленныесвойства(1)-(8)совпадаютсаксиомамили-
нейноговекторногопространства(см.[1]).Единственное
отличиесостоитвтом,чтомножествофункцийKявляется
кольцом,анеполем.Множества,удовлетворяющиеаксиомам
(1)-(8)длянекоторогокольцаK,принятоназыватьмодуля-

минадкольцомKилиK-модулями.Такимобразом,каждое
измножествT(r,s)являетсямодулемнадкольцомскалярных
функцийK=T(0,0).

КольцоK=T(0,0)содержитвсебеподмножествоконстант-
ныхфункций,котороеестественнымобразомотождествляется
смножествомчиселR.Поэтомумножествотензорныхполей
T(r,s)впространствеEявляетсялинейнымвекторнымпро-
странствомнадполемR.

Еслиr≥1иs≥1,тонамножествеT(r,s)определеныопе-
рациисверткипоразличнымпараминдексов.Этиоперации

§9.ПОДНЯТИЕИОПУСКАНИЕИНДЕКСОВ.59

=
3∑

k=1

A
i1...im−1kim+1...ir

j1...jn−1jn...jsδ
im

k=A
i1...ir

j1...js.

Проделанныевычисленияпоказывают,чтопоследовательное
применениеоперацийопусканияиндексаиподнятияиндекса
A→B→CприводиткполюC=A.Выполнениеэтих
операцийвпереставленномпорядкеприводитктакомуже
результату,чтовытекаетизследующихвыкладок:

С
i1...ir

j1...js=
3∑

k=1

3∑

q=1

A
i1...im−1im...ir

j1...jn−1qjn+1...jsg
qk
gkjn=

=
3∑

q=1

A
i1...im−1im...ir

j1...jn−1qjn+1...jsδ
q
in=A

i1...ir

j1...js.

Существованиеоперацийподнятияиопусканияиндексов
вытекаетизсамойприродыпространстваE,котороеосна-
щеноскалярнымпроизведением,азначит,иметрическими
тензорамиgиĝ.Поэтомувсякоетензорное(илипсевдотен-
зорноеполе)типа(r,s)втакомпространствеможносчитать
произошедшимизнекоторогочистоковариантногополятипа
(0,r+s)врезультатеподнятиячастииндексов.Приэтом
используетсянесколькоинойспособрасстановкииндексов.В
качествепримерарассмотримполеAтипа(0,4).Егокомпо-
нентывнекоторойдекартовойсистемекоординатобозначим
Ai1i2i3i4.ВрезультатеподнятияодногоиндексаизполяA
можнополучитьчетыреполятипа(1,3).Ихкомпоненты
обозначимтак:

A
i1

i2i3i4,A
i2

i1i3i4,A
i3

i1i2i4,A
i4

i1i2i3.(9.3)

Поднятиеодногоизиндексовв(9.3)обозначаетсяобразова-
ниемпустогоместанаегоместевспискенижнихиндексов,
анумерацияиндексовверхнихинижнихвцеломявляется
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Записав(8.3)вдекартовойпрямоугольнойсистемекоординат,
Нетрудноувидеть,чтополе(8.3)совпадаетсосмешанным
произведениемвекторов(X,YZ)(см.[4]иформулу(6.9)вы-
ше).Впространствебезвыделеннойориентациисмешанное
произведениетрехвекторныхполей,определяемоепопсев-
дотензоруобъема(6.11),оказываетсялишьпсевдоскалярным
полем.

§9.Поднятиеиопусканиеиндексов.

ПустьA—тензорноелибопсевдотензорноеполетипа(r,s)
впространствеEипустьr≥1.Образуемтензорноепроиз-
ведениеA⊗gполяAсметрическимтензоромgиопределим
полеBтипа(r−1,s+1)каксверткуC(A⊗g):

B
i1...ir−1

j1...js+1=
3∑

k=1

A
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1jn+1...js+1gkjn.(9.1)

ПереходотполяAкполюBпоформуле(9.1)называется
опусканиемm-говерхнегоиндексавn-уюнижнююпозицию.

Использованиеобратногометрическоготензорапозволяет
обратитьоперацию(9.1).ПустьB—тензорноелибопсев-
дотензорноеполетипа(r,s)ипустьs≥1.Определимполе
A=C(B⊗ĝ)типа(r+1,s−1)поформуле:

A
i1...ir+1

j1...js−1=
3∑

q=1

B
i1...im−1im+1...ir+1

j1...jn−1qjn...js−1g
qim

.(9.2)

ПереходотполяBкполюAпоформуле(9.2)называется
поднятиемn-гонижнегоиндексавm-уюверхнююпозицию.

Операцииопусканияиподнятияиндексовявляютсяобрат-
нымидругдлядруга.Действительно:

С
i1...ir

j1...js=
3∑

q=1

3∑

k=1

A
i1...im−1kim+1...ir

j1...jn−1jn...jsgkqg
qim

=

§3.АЛГЕБРАТЕНЗОРНЫХПОЛЕЙ.39

линейны,тоестьвыполненысоотношения:

C(A+B)=C(A)+C(B),

C(ξ·A)=ξ·C(A).
(3.4)

Соотношения(3.4)доказываютсянепосредственнымвычисле-
ниемвкомпонентах.ДляполяC=A+Bиз(2.5)имеем:

H
i1...ir−1

j1...js−1=
3∑

k=1

C
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1=

=
3∑

k=1

A
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1+
3∑

k=1

B
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1,

чтодоказываетпервоесоотношение(3.4).Длядоказательства
второгоположимC=ξ·A.Тогдавтороесоотношение(3.4)
получаетсяврезультатеследующихвычислений:

H
i1...ir−1

j1...js−1=
3∑

k=1

C
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1=

=
3∑

k=1

ξA
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1=ξ

3∑

k=1

A
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1.

РезультаттензорногоумножениядвухтензоровизT(r,s)

принадлежитT(r,s)лишьвслучаеr=s=0(см.формулу
(3.2)).Вовсехостальныхслучаяхтензорынельзяперемно-
жатьоставаясьвпределаходногоK-модуляT(r,s).Длятого,
чтобыснятьтакоеограничениерассматриваютпрямуюсумму:

T=
∞
⊕

r=0

∞
⊕

s=0

T(r,s).(3.5)

Множество(3.5)состоитизформальныхконечныхсуммвида
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A
(1)

+...+A
(k)

,гдекаждоеслагаемоепринадлежиткакому-то
изK-модулейT(r,s).Тензорноепроизведениераспространяет-
сянамножествоK-модульTпоформуле:

(A
(1)

+...+A
(k)

)⊗(A
(1)

+...+A
(q)

)=
k∑

i=1

q
∑

j=1

A
(i)

⊗A
(j)
.

Такоерасширениеоперациитензорногоумноженияявляется
билинейнойбинарнойоперациейнамножествеT:

(9)(A+B)⊗C=A⊗C+B⊗C;
(10)(ξ·A)⊗C=ξ·(A⊗C);
(11)C⊗(A+B)=C⊗A+C⊗B;
(12)C⊗(ξ·B)=ξ·(C⊗B).

ЭтисвойстваоперациитензорногоумножениянаTлегковы-
водятсяиз(3.3).Отметим,чтоK-модуль,оснащенныйдопол-
нительнойбилинейнойбинарнойоперациейумноженияприня-
тоназыватьалгебройнадкольцомKилипростоK-алгеброй.
ПоэтомумножествоTназываюталгебройтензорныхполей.

АлгебраTявляетсяпрямойсуммойотдельныхK-модулей
T(r,s)вформе(3.5).Операцияумножениясогласованастаким
разложениемвпрямуюсумму,чтовыражаетсясоотношением
(3.2).Подобныеструктурывалгебрахназываютсяградуи-

ровками,асамитакиеалгебрыназываютсяградуированными

алгебрами.

§4.Симметрированиеиальтернирование.

ПустьA—тензорноеполетипа(r,s)ипустьr≥2.Число
верхнихиндексоввкомпонентахполяAбольшедвух.Поэто-
мумыможеморганизоватьперестановкукаких-либодвухиз
этихверхнихиндексов.Положим

B
i1...im...in...ir

j1...js=A
i1...in...im...ir

j1...js.(4.1)

§8.ЗАМЕЧАНИЕОБОРИЕНТАЦИИ.57

образом,мыможемсчитатьпространствоEоснащеннымнеко-
торымпсевдоскалярнымполемξE,значениякоторогоможно
находитьпоследующейформуле:

ξE=

{

1вправоориентированнойсистемекоординат,

−1влевоориентированнойсистемекоординат.

УмножениенаξEпереводиттензорноеполеAвпсевдо-
тензорноеполеξE⊗A=ξE·A.Ещеодноумножениена
ξEпереводитξE·AобратновполеA.Поэтомувпростран-
ствеE,оснащенномвыделеннойориентациейвформеполяξE

можновообщенерассматриватьпсевдотензоры,ограничив-
шисьлишьтензорами.Компонентытензораобъемаωвтаком
пространствеследуетзадаватьформулой:

ωijk=ξE
√

detgεijk.(8.1)

ПустьXиY—двавекторныхполя.Определимвекторное
полеZсоследующимикомпонентами:

Z
q

=
3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

g
ki
ωijkX

j
Y

k
.(8.2)

Из(8.2)нетрудновидеть,чтоZполучаетсякаксверткаполя
ĝ⊗ω⊗a⊗b.Вдекартовойпрямоугольнойправоориентирован-
нойсистемекоординатформула(8.2)переходитвизвестную
формулудлякомпонентвекторногопроизведенияZ=[X,Y]
(см.[4]иформулу(6.9)выше).Впространствебезвыде-
леннойориентации,гдеωijkопределяетсяформулой(6.11),
векторноепроизведениедвухвекторовестьпсевдовектор.

ТеперьрассмотримтривекторныхполяX,YиZипостро-
имскалярноеполеuпоформуле:

u=
3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

ωijkX
i
Y

j
Z

k
.(8.3)
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слабую.Пустьξ—псевдоскалярноеполе.Прификсирован-
номвыборедекартовойсистемыкоординатполеξизобража-
етсяфункциейξ(P),гдеP∈E.Значениетакойфункцииξв
точкеPнеменяется,еслимыпереходимвсистемукоординат
стойжеориентацией,чтоиисходнаясистемакоординат,то
естьеслиматрицапереходаSимеетположительныйдетерми-
нант.Припереходежевсистемукоординатспротивополож-
нойориентациейфункцияξменяетсянапротивоположную:
ξ(P)→−ξ(P).Рассмотримненулевоеконстантноепсевдотен-
зорноеполеξ.Воднихсистемахкоординатξ=c=const,
авдругих—ξ=−c=const.Значениеконстантыcбез
ограниченияобщностиможносчитатьравнымединице.Та-
коепсевдоскалярноеполеξпозволяетотличатьсистемыко-
ординатсоднойориентациейξ=1отсистемкоординатс
противоположнойориентацией,гдеξ=−1.

Утверждение.Заданиеединичногоконстантногопсевдо-
скалярногополяξэквивалентнозаданиюориентациивпро-
странствеE.

СчистоматематическойточкизренияпространствоE,как
трехмерноеевклидовоточечноепространство(см.определе-
ниев[1])неимеетвыделеннойориентации.Однако,реальное
физическоепространствоE(вкотороммыживем)такуювы-
деленнуюориентациюимеет.Внеммыможемотличатьлевую
рукуотправой.Этоотличиенеявляетсячистоформаль-
ным:левоеполушариеголовногомозганесколькоотличается
отправогопосвоимфункциям,ворганическихвеществах
природногопроисхождениянаблюдаетсяпреобладаниеодних
изомеровнаддругими,отличающимисялишьзеркальнойсим-
метрией.Числолевшейиправшейтакжеотличаетсяотсо-
отношения50на50.Такаяасимметриямеждуправыми
левымимеетсяивмикромире,чтонаходитсвоеотражениев
современныхтеорияхстроенияэлементарныхчастиц.Таким

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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ВеличиныB
i1...ir

j1...jsв(4.1)полученыизкомпоненттензорного
поляAперестановкойпарыверхнихиндексовimиin.

Теорема4.1.ВеличиныB
i1...ir

j1...js,получающиесяизкомпо-
ненттензорногополяAперестановкойлюбойпарыверхних
индексов,определяюттензорноеполеBтогожетипа,чтои
исходноеполеA.

Док-во.Длядоказательстватеоремыпроверимвыполне-
ниеправилапреобразованиякомпоненттензорногополя(1.7)
призаменесистемыкоординатдлявеличин(4.1):

B
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

in

pm...S
im

pn...S
ir

prT
q1

j1...T
qs

jsÃ
p1...pr

q1...qs.

Произведемпереобозначениеиндексовсуммированияpmиpn

вэтойформуле:замениминдексpmнаpn,аиндексpn,наобо-
рот,заменимнаpm.Этопозволитрасположитькомпоненты
матрицSвпорядкевозрастаниянумерацииихверхнихиниж-
нихиндексов,ноприведеткперестановкеиндексовpmиpnв
компонентахтензорногополяA.Такаяоперацияпереобозна-
ченияиндексовсуммированиянеменяетзначениясуммы:

B
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsÃ
p1...pn...pm...pr

q1...qs.

ВсилуравенстваB̃
p1...pr

q1...qs=Ã
p1...pn...pm...pr

q1...qsполученнаяфор-
мулаестьвточностиправилопреобразования(1.7)дляком-
понентполяB.Теоремадоказана.�

Аналогичнаятеоремаимеетместодляперестановокниж-
нихиндексов.ПустьвновьA—тензорноеполетипа(r,s)и
пустьs≥2.Положим

B
i1...ir

j1...jm...jn...js=A
i1...ir

j1...jn...jm...js.(4.2)
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Теорема4.2.ВеличиныB
i1...ir

j1...js,получающиесяизкомпо-
ненттензорногополяAперестановкойлюбойпарынижних
индексов,определяюттензорноеполеBтогожетипа,чтои
исходноеполеA.

Доказательствотеоремы4.2полностьюаналогичнодоказа-
тельствутеоремы4.1.Поэтомумыегонеприводим.Отметим,
чтоперестановканижнегоиверхнегоиндексовнедопустима.
Полученныйпритакойперестановкенаборвеличиннарушает
правилопреобразования(1.7).

Комбинируяразличныепарныеперестановкииндексов(4.1)
и(4.2)мыможемполучитьлюбуюперестановкуизсимметри-
ческойгруппыSrдляверхнихиндексовилюбуюперестанов-
куизгруппыSsдлянижнихиндексов.Этоизвестныйфакт
изалгебры(см.[3]).Такимобразом,результаттеорем4.1и
4.2задаетдействиегруппSrиSsнаK-модулеT(r,s),состо-
ящемизтензорныхполейтипа(r,s).Этодействиеобладает
свойствомлинейности,тоесть

σ◦τ(A+B)=σ◦τ(A)+σ◦τ(B),

σ◦τ(ξ·A)=ξ·(σ◦τ(A)),
(4.3)

дляпроизвольныхдвухперестановокσ∈Srиτ∈Ss.При
записивкомпонентахсоотношениеB=σ◦τ(A)выглядиттак:

B
i1...ir

j1...js=A
iσ(1)...iσ(r)

jτ(1)...jτ(s),(4.4)

гдечислаσ(1),...,σ(r)иτ(1),...,τ(s)получаютсяпридей-
ствииσиτначисла1,...,rи1,...,s.

Определение4.1.Скажем,чтотензорноеполеAтипа
(r,s)симметричноотносительноперестановкиm-гоиn-го
верхних(илинижних)индексов,есливыполненосоотношение

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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изобразитьвформесоотношений:

T(r,s)×T(m,n)→T(r+m,s+n),

P(r,s)×P(m,n)→T(r+m,s+n),

T(r,s)×P(m,n)→P(r+m,s+n),

P(r,s)×T(m,n)→P(r+m,s+n),

(7.1)

которыеобобщаютсоотношение(3.2)изпараграфа§3.
Формула(2.5)определяетсверткуполяFтипа(r,s),для

которогоr≥1иs≥1.Операциясвертки(2.5)применима
какктензорному,такикпсевдотензорномуполю.Приэтом

(1)сверткатензорногополяестьтензорноеполе,
(2)сверткапсевдотензорногополяестьпсевдотензорное

поле.

Операциясверткивслучаепсевдотензорныхполейсохраняет
свойстволинейности(3.4).

Ковариантноедифференцированиепсевдотензорныхполей
вдекартовойсистемекоординатопределяетсяформулой(5.1).
Ковариантныйдифференциал∇AтензорногополяAесть
тензорноеполе,аковариантныйдифференциалпсевдотензор-
ногополяAестьпсевдотензорноеполе.Свойстваковариант-
ногодифференциалаудобновыражатьчерезсвойстваковари-
антнойпроизводной∇XвнаправленииполяX,гдеXтеперь
можетбытькаквекторным,такипсевдовекторнымполем.
Всеутверждениятеоремы5.2дляковариантнойпроизводной
∇Xостаютсявсиле.

§8.Замечаниеобориентации.

Частнымслучаемпсевдотензорныхполейявляютсяпсевдо-
скалярныеполя.Еслискалярныеполя—этопростофункции
отточекпространстваE,топсевдоскалярныеполясохраняют
зависимостьотвыборасистемыкоординат,хотяидостаточно
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§7.Свойствапсевдотензорныхполей.

Псевдотензорыипсевдотензорныеполяявляютсяблизко
родственнымиобъектамидлятензоровитензорныхполей.
Вэтомпараграфемыповторимбольшинстворезультатов
предыдущихпараграфовприменительнокпсевдотензорам.
Доказательстваэтихрезультатовпрактическинеотличаются
отсоответствующихдоказательстввчистотензорномслучае.
Поэтомуихмынеприводим.

ПустьAиB—двапсевдотензорныхполятипа(r,s).Тогда
формула(3.1)определяеттретьеполеC=A+B,которое
такжеоказываетсяпсевдотензорнымполемтипа(r,s).Важно
отметить,чтопокомпонентноесложениетензорногополяA
спсевдотензорнымполемBпоформуле(3.1)неявляется
корректнойоперацией.СуммуA+Bтакихполейможно
пониматьтолькокакформальнуюсуммутипа(3.5).

Формула(2.2)длятензорногоумноженияоказываетсяболее
универсальной.ОнаопределяетпроизведениеполяAтипа
(r,s)сполемBтипа(m,n).Приэтомкаждоеизполей
можетбытькактензорным,такипсевдотензорнымполем.У
тензорногоумноженияимеютсяследующиесвойства:

(1)тензорноепроизведениедвухтензорныхполейестьтен-
зорноеполе;

(2)тензорноепроизведениедвухпсевдотензорныхполей
естьтензорноеполе;

(3)тензорноепроизведениетензорногоипсевдотензорного
полейестьпсевдотензорноеполе.

ОбозначимчерезP(r,s)множествопсевдотензорныхполей
типа(r,s).Всилусвойств(1)-(3)исоотношенийдистрибутив-
ности(3.3),которыеостаютсявсилеидляпсевдотензорных
полей,множествоP(r,s)являетсямодулемнадкольцомска-
лярныхполейK=T(0,0).Самижесвойства(1)-(3)можно

§4.СИММЕТРИРОВАНИЕИАЛЬТЕРНИРОВАНИЕ.43

σ(A)=A,гдеσ—операцияперестановкииндексов,заданная
формулой(4.1)или(4.2).

Определение4.2.Скажем,чтотензорноеполеAтипа
(r,s)кососимметричноотносительноперестановкиm-гоиn-
говерхних(илинижних)индексов,есливыполненосоотно-
шениеσ(A)=−A,гдеσ—операцияперестановкииндексов,
заданнаяформулой(4.1)или(4.2).

Понятиясимметричностиикососимметричноститензоров
можнораспространитьнапроизвольные(необязательнопар-
ныеперестановки).Пустьε=σ◦τ—некотораяперестановка
верхнихинижнихиндексовиз(4.3).Ееестественнотракто-
ватькакэлементпрямогопроизведениядвухсимметрических
групп:ε∈Sr×Ss(см.[3]).

Определение4.3.Скажем,чтотензорноеполеAтипа
(r,s)симметричноиликососимметричноотносительнопере-
становкиε∈Sr×Ss,есливыполненоодноизсоотношений:
ε(A)=Aилиε(A)=(−1)

ε
·A.

ЕслиполеAсимметричноотносительноперестановокε1и
ε2,тооносимметричноиотносительноихкомпозициииот-
носительнообратныхперестановокε

−1
1иε

−1
2.Поэтомувсегда

симметричностьимеетместоотносительновсехперестановок
изнекоторойподгруппыG∈Sr×Ss.Тожесамоесправед-
ливоидлякососимметричности.

ПустьG∈Sr×Ss—некотораяподгруппавпрямомпроиз-
ведениисимметрическихгруппипустьA—некотороетензор-
ноеполеизT(r,s).ТогдапереходотAкполюBпоформуле

B=
1
|G|

∑

ε∈G

ε(A)(4.5)

называетсясимметрированиемтензорногополяAпоG.Ана-
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логичнымобразом,переходотAкBпоформуле

B=
1
|G|

∑

ε∈G

(−1)
ε
·ε(A)(4.6)

называетсяальтернированиемтензорногополяAпоподгруп-
пеG.Операциисимметрированияиальтернированиялиней-
ны,чтовытекаетиз(4.3).Врезультатесимметрирования
получаетсяполеB,симметричноеотносительноG,аврезуль-
татеальтернирования—кососимметричноеотносительноэтой
подгруппы.ВслучаеG=Sr×Ssоперация(4.5)называ-
етсяполнымсимметрированием,аоперация(4.6)—полным

альтернированием.

§5.Дифференцированиетензорныхполей.

КлассгладкоститензорногополяAвпространствеEопре-
деляетсяопределяетсяклассомгладкостиегокомпонент.

Определение5.1.ТензорноеполеAназываетсяm-крат-

нонепрерывнодифференцируемымполемилиполемкласса

C
m

,есливсеегокомпонентывнекоторойдекартовойсистеме
координатявляютсяm-кратнонепрерывнодифференцируе-
мымифункциями.

ПоляклассаC
1

частодлякраткостиназываютпростодиф-

ференцируемымитензорнымиполями,аполяклассаC
∞

на-
зываютгладкимитензорнымиполями.Отметим,чтовсилу
формулы(1.7)выбортойилиинойдекартовойсистемыкоор-
динатневлияетнаклассгладкостиполяAвопределении5.1.
КомпонентыполяклассаC

m
являютсяфункциямикласса

C
m

влюбойдекартовойсистемекоординат.Этодоказывает
корректностьопределения5.1.

Рассмотримдифференцируемоетензорноеполетипа(r,s)и

§6.МЕТРИЧЕСКИЙТЕНЗОРИПСЕВДОТЕНЗОРОБЪЕМА.53

Заметим,чтоправаячастьсоотношения(6.13)отличаетсяот
величинωijkв(6.11)лишьзнакомдетерминантаматрицыпе-
рехода:sign(detT)=sign(detS)=±1.Перепишемполученное
соотношение(6.13)ввиде:

ωijk=sign(detS)
3∑

p=1

3∑

q=1

3∑

l=1

T
p
iT

q
jT

l
kω̃pql.(6.14)

Соотношение(6.14)отличаетсяотправилапреобразования
(1.6)длякомпоненттензоратипа(0,3),хотяэтоотличие
лишьвзнакеsign(detS).Формула(6.14)даетоснованиедля
модификацииправила(1.6):

F
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

(−1)
S
S

i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsF̃
p1...pr

q1...qs,(6.15)

где(−1)
S

=sign(detS)=±1.Соответствующаямодификация
понятиятензорадаетсяследующимопределением.

Определение6.1.Псевдотензоромтипа(r,s)называется
геометрическийобъектF,компонентыкотороговпроизволь-
номбазисенумеруются(r+s)индексамиипризаменебазиса
преобразуютсяпоправилу(6.15).

Задавпсевдотензортипа(r,s)вкаждойточкепространства
Eмыполучимпсевдотензорноеполетипа(r,s).Всилусфор-
мулированногоопределения6.1иформулы(6.14)величины
ωijkиз(6.11)задаютпсевдотензорноеполеωтипа(0,3).Это
поленазываетсяпсевдотензоромобъема.Подобнометриче-
скимтензорамgиĝ,псевдотензоробъемаявляетсявыделен-
нымполемвпространствеE,котороененужноспециально
задавать.Егосуществованиевытекаетизналичияскалярного
произведениявпространствеE.
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ссимволомЛеви-Чивитасвязаннекоторыйобъект,имеющий
тензорнуюприроду.Дляпостроениятакогообъектавспомним
односоотношение,доказанноеваналитическойгеометрии:

3∑

p=1

3∑

q=1

3∑

l=1

εpqlMipMjqMkl=detMεijk(6.10)

(доказательствосм.в[4]).ЗдесьM—некотораяквадрат-
наяматрицаразмера3×3.МатрицаMможетсовпадатьс
матрицейизкомпоненттензорногополятипа(2,0),(1,1)или
(0,2),номожетбытьипростоматрицей.Соотношение(6.10)
отэтогообстоятельстванезависит.

ИспользуясимволЛеви-Чивитаиматрицуметрического
тензораgвнекоторойдекартовойсистемекоординатпостроим
следующийнаборвеличин:

ωijk=
√

detgεijk.(6.11)

Выяснимсвязьмеждувеличинамиωijkвразличныхдекарто-
выхсистемахкоординатO,e1,e2,e3иO

′
,ẽ1,ẽ2,ẽ3.Используя

формулу(6.10),преобразуемследующуюсумму:

3∑

p=1

3∑

q=1

3∑

l=1

T
p
iT

q
jT

l
kω̃pql=

√

detg̃detTεijk.(6.12)

Длядальнейшегопреобразованиясуммы(6.12)используемсо-
отношение(6.4),немедленнымследствиемкоторогоявляется
формулаdetg=(detT)

2
detg̃.Ееиспользованиедает:

3∑

p=1

3∑

q=1

3∑

l=1

T
p
iT

q
jT

l
kω̃pql=sign(detT)

√

detgεijk.(6.13)

§5.ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕТЕНЗОРНЫХПОЛЕЙ.45

образуемвсевозможныепроизводныеизегокомпонент:

B
i1...ir

j1...jsjs+1=
∂A

i1...ir

j1...js

∂xjs+1
.(5.1)

Числотакихпроизводных(5.1)одинаковововсехдекартовых
системахкоординат.Оносовпадаетсчисломкомпонентв
тензорахтипа(r,s+1).Такоесовпадениенеслучайно.

Теорема5.1.Производныекомпонентдифференцируемо-
готензорногополяAтипа(r,s),вычисленныевпроизвольной
декартовойсистемекоординатпоформуле(5.1),являютсяком-
понентаминекотороготензорногополяBтипа(r,s+1).

Док-во.Доказательствотеоремысостоитвпроверкепра-
вила(1.7)длявеличинB

i1...ir

j1...jsjs+1вформуле(5.1).Пусть
O,e1,e2,e3иO

′
,ẽ1,ẽ2,ẽ3—дведекартовыесистемыкоорди-

нат.ПустьпотрадицииSиT—матрицыпрямогоиобратного
перехода.Выпишемпервоесоотношение(1.7)дляполяAи
продифференцируемобечастивнемпопеременнойx

js+1:

∂A
i1...ir

j1...js(x)

∂xjs+1=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js

∂Ã
p1...pr

q1...qs(x̃)

∂xjs+1

Длявычисленияпроизводнойвправойчастиэтойформулы
используемправилодифференцированиясложнойфункции:

∂Ã
p1...pr

q1...qs(x̃)

∂xjs+1=
3∑

qs+1=1

∂x̃
qs+1

∂xjs+1

∂Ã
p1...pr

q1...qs(x̃)

∂x̃qs+1
.(5.2)

Связьмеждупеременнымиx=(x
1
,x

2
,x

3
)иx̃=(x̃

1
,x̃

2
,x̃

3
)

даетсясоотношениями:

x
i
=

3∑

j=1

S
i
jx̃

j
+a

i
,x̃

i
=

3∑

j=1

T
i
jx

j
+ã

i
,
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одноизкоторыхвходитвсоставформулы(1.7),авторое
являетсяобращениемпервого.КомпонентыматрицSиTв
этихформулахявляютсяконстантами,поэтому

∂x̃
qs+1

∂xjs+1=T
qs+1

js+1.(5.3)

Подставим(5.3)в(5.2),послечегоподставимрезультатвпо-
лученноевышевыражениедляпроизводных∂A

i1...ir

j1...js/∂x
js+1

.
Этоприводитксоотношению:

B
i1...ir

j1...jsjs+1=
∑

p1...pr

q1...qs+1

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs+1

js+1B̃
p1...pr

q1...js+1,

котороевточностисовпадаетсправиломпреобразования(1.7)
длякомпонентполяBиз(5.1).Теоремадоказана.�

ПереходотAкBв(5.1)добавляетодинковариантный
индексjs+1.Видимо,поэтомутензорноеполеBназывают
ковариантнымдифференциаломполяA.Ковариантныйдиф-
ференциалобозначаюттак:B=∇A.Перевернутыйзначок
треугольника∇—этоспециальныйсимвол,которыйназыва-
етсянабла.ПризаписикомпоненттензораBдополнительный
ковариантныйиндексрасполагаютрядомсозначком∇:

B
i1...ir

j1...jsk=∇kA
i1...ir

j1...js.(5.4)

Всилу(5.1)значок∇kвформуле(5.4)заменяетоператор
дифференцирования:∇k=∂/∂x

k
.Однако,для∇kзаре-

зервированоспециальноеназвание,егоназываютоператором
ковариантногодифференцированияиликовариантнойпроиз-

водной.Несколькопозже(вглавеIII)мыувидим,чтопонятие
ковариантнойпроизводнойможетбытьрасширенотак,что
оноперестанетсовпадатьсобычнойпроизводной.

§6.МЕТРИЧЕСКИЙТЕНЗОРИПСЕВДОТЕНЗОРОБЪЕМА.51

Тензорныеполяgиĝсимметричны.Симметричностьgij

попареиндексовiиjвытекаетиз(6.1)исвойствскалярного
произведения.Номатрица,обратнаясимметричной,также
симметрична,поэтомукомпонентыобратногометрического
тензораg

ij
симметричныпопареиндексовiиj.

Компонентытензоровgиĝвлюбойдекартовойсистеме
координатявляютсяконстантами.Поэтому

∇g=0,∇ĝ=0,(6.7)

чтовытекаетизобщейформулы(5.1)длякомпонентковари-
антногодифференциалавдекартовойсистемекоординат.

Вкурсеаналитическойгеометрии(см.,например,[4])рас-
сматриваетсяиндексныйобъектεijk,называемыйсимволом
Леви-Чивита.Егоненулевыекомпонентыопределяютсячет-
ностьюперестановкииндексов(ijk):

εijk=ε
ijk

=











0приi=j,i=kилиj=k,

1когдаsign(ijk)=1,

−1когдаsign(ijk)=−1.

(6.8)

Напомним,чтосимволЛеви-Чивита(6.8)используетсядля
вычислениявекторногоисмешанногопроизведениявекторов
поихкоординатамвдекартовойпрямоугольнойсистемекоор-
динатсортонормированнымправымбазисомe1,e2,e3:

[X,Y]=
3∑

i=1

ei

(

3∑

j=1

3∑

k=1

εijkX
j
Y

k

)

,

(X,Y,Z)=
3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

εijkX
i
Y

j
Z

k
.

(6.9)

Использованиенижнихиливерхнихиндексовпризаписи
компонентсимволаЛеви-Чивитав(6.8)и(6.9)неимеетника-
когозначения,ибоонинезадаютникакоготензора.Однако,
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Теорема6.1.КомпонентыобратнойматрицыГрамаĝпри
заменесистемыкоординатпреобразуютсякаккомпонентытен-
зорногополятипа(2,0).

Док-во.Запишемправило(1.7)преобразованиякомпо-
ненттензораприменительнокметрическомутензоруg:

gij=
3∑

p=1

3∑

q=1

T
p
iT

q
jg̃pq.

Вматричнойформеэтожесоотношениезаписываетсятак:

g=T
tr

g̃T.(6.4)

Используяневырожденностьматрицg,g̃иматрицыперехода
T,перейдемкобратнымматрицам:

g
−1

=(T
tr

g̃T)
−1

=Sg̃
−1
S

tr
.(6.5)

Теперьостаетсязаписатьполученноесоотношениеобратнов
компонентах,чтодает

g
ij

=
3∑

p=1

3∑

q=1

S
i
pS

j
qg̃

pq
.(6.6)

Соотношение(6.6)—этовточностиправилопреобразования
компонент(1.7)длятензорногополятипа(2,0).Темсамым,
теоремадоказана.�

Тензорноеполеĝ=g
−1

скомпонентамиg
ij

называетсяоб-

ратнымметрическимтензоромилидуальнымметрическим

тензором.Существованиеобратногометрическоготензора
такжевытекаетизсамойприродыпространстваE,вкотором
имеетсяскалярноепроизведение.

§5.ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕТЕНЗОРНЫХПОЛЕЙ.47

ПустьA—некотороедифференцируемоетензорноеполе
типа(r,s)ипустьX—некотороепроизвольноевекторное
поле.Рассмотримтензорноепроизведение∇A⊗X.Это
тензорноеполетипа(r+1,s+1).Ковариантноедифферен-
цированиедобавляетодинковариантныйиндекс,атензорное
умножениенаXдобавляетещеодинконтравариантныйин-
декс.Обозначимчерез∇XA=C(∇A⊗X)сверткутензорного
поля∇A⊗Xпоэтойпаредополнительныхиндексов.Поле
B=∇XAимееттотжетип(r,s),чтоиисходноеполеA.
Выбравнекоторуюдекартовусистемукоординатмыможем
записатьсоотношениеB=∇XAвкомпонентах:

B
i1...ir

j1...js=
3∑

q=1

X
q
∇qA

i1...ir

j1...js.(5.5)

ТензорноеполеB=∇XAскомпонентами(5.5)называется
ковариантнойпроизводнойполяAвдольвекторногополяX.

Теорема5.2.Операцияковариантногодифференцирова-
ниятензорныхполейобладаетследующимисвойствами:

(1)∇X(A+B)=∇XA+∇XB;
(2)∇X+YA=∇XA+∇YA;
(3)∇ξ·XA=ξ·∇XA;
(4)∇X(A⊗B)=∇XA⊗B+A⊗∇XB;
(5)∇XС(A)=С(∇XA);

гдеAиB—произвольныедифференцируемыетензорныепо-
ля,XиY—произвольныевекторныеполяиξ—произвольное
скалярноеполе.

Док-во.Доказательствотеоремыудобнопроводитьвко-
ординатахвнекоторойдекартовойсистемекоординат.Пусть
C=A+B.Свойство(1)вытекаетизсоотношения

3∑

q=1

X
q∂C

i1...ir

j1...js

∂xq=
3∑

q=1

X
q∂A

i1...ir

j1...js

∂xq+
3∑

q=1

X
q∂B

i1...ir

j1...js

∂xq.
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ПоложимZ=X+Yивыведемсвойство(2)изсоотношения

3∑

q=1

Z
q
∇qA

i1...ir

j1...js=
3∑

q=1

X
q
∇qA

i1...ir

j1...js+
3∑

q=1

Y
q
∇qA

i1...ir

j1...js.

Длядоказательствасвойства(3)положимZ=ξ·X.Тогда

3∑

q=1

Z
q
∇qA

i1...ir

j1...js=ξ

3∑

q=1

X
q
∇qA

i1...ir

j1...js.

Полученноесоотношениевточностиэквивалентносвойству
(3)изусловиятеоремы.

Длядоказательствачетвертогосвойствавусловиитеоремы
проделаемследующиевычисления:

3∑

q=1

X
q
∂/∂x

q
(

A
i1...ir

j1...jsB
ir+1...ir+m

js+1...js+n

)

=

(

3∑

q=1

X
q∂A

i1...ir

j1...js

∂xq

)

×

×B
ir+1...ir+m

js+1...js+n+A
i1...ir

j1...js

(

3∑

q=1

X
q∂B

ir+1...ir+m

js+1...js+n

∂xq

)

.

И,наконец,следующаясериявычислений

3∑

q=1

X
q∂

∂xq

(

3∑

k=1

A
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1

)

=

=
3∑

k=1

3∑

q=1

X
q∂A

i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1kjn...js−1

∂xq

доказываетпоследнеепятоесвойство,чтозавершаетдоказа-
тельствовсейтеоремывцелом.�

§6.МЕТРИЧЕСКИЙТЕНЗОРИПСЕВДОТЕНЗОРОБЪЕМА.49

§6.Метрическийтензорипсевдотензоробъема.

ПустьO,e1,e2,e3—некотораядекартовасистемакоорди-
натвпространствеE.ПространствоEоснащеноскалярным
произведением.Поэтомусбазисомe1,e2,e3любойдекартовой
системыкоординатсвязываетсяматрицаГрама:

gij=(ei|ej).(6.1)

МатрицаГрамаgположительноопределенаиневырождена:

detg>0.(6.2)

Неравенство(6.2)вытекаетизкритерияСильвестрадляпо-
ложительнойопределенности(см.[1]).Призаменеодной
системыкоординатнадругуювеличины(6.1)преобразуются
каккомпонентытензоратипа(0,2).Этопозволяетопределить
тензорноеполеg,компонентыкотороговлюбойдекартовой
системекоординатявляютсяконстантнымифункциями,сов-
падающимискомпонентамиматрицыГрама:

gij(x)=gij=const.

Тензорноеполеgстакимикомпонентаминазываетсяметри-

ческимтензором.Метрическийтензорявляетсявыделенным
тензорнымполем,егоненадоспециальнозадавать.Егосуще-
ствованиевытекаетизсамойгеометриипространстваE.

НевырожденностьматрицыГрамаgпозволяетопределить
матрицуĝ=g

−1
.Компонентытакойматрицыобозначимg

ij
,

поместивиндексыiиjнаверху.Тогда

3∑

j=1

g
ij
gjk=δ

i
j.(6.3)

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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картовойсистемыкоординатвкриволинейную:

B
i1...ir

j1...js+1=
∑

p1...pr

q1...qs+1

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs+1

js+1B̃
p1...pr

q1...qs+1=

=
∑

p1...pr

q1...qs+1

∑

v1...vr

w1...ws

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs+1

js+1×

×
∂
(

T
p1
v1...T

pr

vrS
w1
q1...S

ws

qsA
v1...vr

w1...ws

)

∂x̃qs+1
.

(5.11)

Фактическоевыполнениедифференцированияв(5.11)попра-
вилуЛейбницаприведетквозникновениютрехгруппслага-
емых.Слагаемыепервойгруппыотвечаютдифференцирова-
ниюкомпонентматрицT,слагаемыевторойгруппыполуча-
ютсядифференцированиемкомпонентматрицSи,наконец,
единственноеслагаемоевтретьейгруппеполучаетсядиффе-
ренцированиемA

v1...vr

w1...ws.Влюбомизтакихслагаемыхесли
множительT

pm

vmлибомножительS
wn

qnнедифференцируется,
тоонвключаетсявсумму,котораявычисляетсяявно:

3∑

pm=1

S
im

pmT
pm

vm=δ
im

vm,
3∑

qn=1

T
qn

jnS
wn

qn=δ
wn

jn.

Этообстоятельствопозволяетвыполнитьявнобольшуючасть
суммированийвформуле(5.11).Крометого:

3∑

qs+1=1

T
qs+1

js+1

∂

∂x̃qs+1=
3∑

qs+1=1

∂x̃
qs+1

∂ujs+1

∂

∂x̃qs+1=
∂

∂ujs+1
.

Учетвсехперечисленныхобстоятельствпозволяетпреобразо-

§10.ГРАДИЕНТ,ДИВЕРГЕНЦИЯИРОТОР.65

икососимметричностьεijkпопареиндексовiиj,изформулы
(10.13)легковыводимϕ=−ϕ.Отсюдаϕ=0.�

Пустьϕ—скалярноеполеклассагладкостиC
2
.Величина

divgradϕвобщемслучаеотличнаотнуля.Онаобозначается
так:4ϕ=divgradϕ.Значком4обозначендифференциаль-
ныйоператорвторогопорядка,переводящийскалярноеполе
ϕвдругоескалярноеполеdivgradϕ.Онназываетсяоперато-

ромЛапласаилилапласианом.Вдекартовойпрямоугольной
системекоординатоператорЛапласазадаетсяформулой

4=

(

∂

∂x1

)

2

+

(

∂

∂x2

)

2

+

(

∂

∂x3

)

2

.(10.14)

Формулы(10.6)и(10.8)позволяютпересчитатьоператорЛа-
пласавдекартовойкосоугольнойсистемекоординат:

4=
3∑

i=1

3∑

j=1

g
ij∂

2

∂xi∂xj.(10.15)

Используязначкиковариантныхпроизводных∇i=∂/∂x
i
,мы

можемпереписатьоператорЛапласа(10.15)ввиде:

4=
3∑

i=1

3∑

j=1

g
ij
∇i∇j.(10.16)

Отличие(10.16)от(10.15)состоитнетольковспециальных
обозначенияхдляоператоровдифференцирования.Опера-
торЛапласа,определеннойформулой4ϕ=divgradϕ,мо-
жетбытьприменентолькокскалярномуполюϕ.Формула
же(10.16)позволяетприменятьоператорЛапласаклюбому
дваждынепрерывнодифференцируемомутензорномуполюF
типа(r,s).Всилуэтойформулы4Fестьрезультатсвертки
тензорногопроизведенияĝ⊗∇∇Fподвумпараминдексов:
4F=C(ĝ⊗∇∇F).Полученноеполе4Fимееттотжетип
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(r,s),чтоиисходноеполеF.ОператорЛапласавформе
(10.16)иногданазываютоператоромЛапласа-Бельтрами.

§11.Потенциальныеивихревыевекторныеполя.

Определение11.1.ДифференцируемоевекторноеполеF
впространствеEназываетсяпотенциальным,еслиrotF=0.

Определение11.2.ДифференцируемоевекторноеполеF
впространствеEназываетсявихревым,еслиdivF=0.

Теорема10.1даетпримерыпотенциальныхполей,атео-
рема10.2даетпримерывихревыхполей.Любоеполевида
gradϕявляетсяпотенциальным,аполевидаrotFявляется
вихревым.Оказываетсярезультатытеорем10.1и10.2можно
усилить.

Теорема11.1.ВсякоепотенциальноевекторноеполеFв
пространствеEявляетсяградиентомнекоторогоскалярного
поляϕ,тоестьF=gradϕ.

Док-во.Выберемнекоторуюдекартовупрямоугольную
системукоординатO,e1,e2,e3сортонормированнымправым
базисомe1,e2,e3.Вэтойсистемекоординатусловиепотенци-
альностиrotF=0дляполяFэквивалентноследующимтрем
соотношениямдляегокомпонент:

∂F
1
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x2=
∂F

2
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x1,(11.1)

∂F
2
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x3=
∂F

3
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x2,(11.2)

∂F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x1=
∂F

1
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x3.(11.3)

§5.ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕТЕНЗОРНЫХПОЛЕЙ...95

криволинейныхкоординатах.Дляэтогонампотребуетсяеще
одновыражениедлякомпонентсвязности,выводимоеиз(5.5).
Преобразуемформулу(5.5)следующимобразом:

Γ
i
jp(u)=

3∑

k=1

∂

∂uj

(

S
i
k(x̃)T

k
p(u)

)

−
3∑

k=1

T
k
p(u)

∂S
i
k(x̃)
∂uj.

МатрицыSиTявляютсяобратнымидругдлядруга.Поэтому
послевыполнениясуммированияпоkвпервомслагаемомоно
обратитьсявноль.Длякомпонентсвязностиотсюдавыводим:

Γ
i
jp(u)=−

3∑

k=1

T
k
p(u)

∂S
i
k(x̃)
∂uj.(5.10)

ПустьA
i1...ir

j1...js—компонентыполяAтипа(r,s)вкриволиней-
ныхкоординатах.ДлявычислениякомпонентполяB=∇A
применимтотжеприем,чтобылиспользованвыше.Сначала
преобразуемкомпонентыполяAвнекоторуювспомогатель-
нуюдекартовусистемукоординат:

Ã
p1...pr

q1...qs=
∑

v1...vr

w1...ws

T
p1
v1...T

pr

vrS
w1
q1...S

ws

qsA
v1...vr

w1...ws.

ЗатемвычислимкомпонентыполяBвовспомогательнойде-
картовойсистемекоординатпростымдифференцированием:

B̃
p1...pr

q1...qs+1=
∑

v1...vr

w1...ws

∂
(

T
p1
v1...T

pr

vrS
w1
q1...S

ws

qsA
v1...vr

w1...ws

)

∂x̃qs+1
.

Послечегопроизведемобратныйпересчеткомпонентизде-
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Суммупоiвправойчастиполученноговыраженияможно
вычислитьявновсилупервойизследующихформул:

ẽk=
3∑

i=1

S
i
kEi,Ep=

3∑

k=1

T
k
pẽk,(5.8)

которыесвязываютвекторарепераE1,E2,E3свекторамиба-
зисаẽ1,ẽ2,ẽ3вспомогательнойдекартовойсистемыкоординат.
Теперьформула(5.7)запишетсятак:

3∑

i=1

Γ
i
jpEi=

3∑

k=1

∂T
k
p(u)

∂ujẽk=
3∑

k=1

∂

∂uj

(

T
k
p(u)ẽk

)

.

Базисныйвекторẽkнезависитотu
1
,u

2
,u

3
,поэтомуонвнесен

подзнакдифференцированияпоu
j
.Суммапоkвпра-

войчастиполученноговыражениявычисляетсявсилувторой
формулы(5.8).Витогесоотношение(5.7)приводитсяквиду

∂Ep

∂uj=
3∑

i=1

Γ
i
jp·Ei.(5.9)

Формулу(5.9)можнотрактоватькакещеодинспособвычис-
лениякомпонентсвязностиΓ

i
jp.Этаформуланесодержит

ничего,связанногосвыборомвспомогательнойдекартовой
системыкоординатx̃

1
,x̃

2
,x̃

3
.ВекторрепераEp(u

1
,u

2
,u

3
)

определяетсявыборомкриволинейныхкоординатu
1
,u

2
,u

3
в

областиD.Достаточнопродифференцироватьтакойвектор
поu

j
иразложитьполученныйврезультатедифференциро-

ваниявекторповекторамрепераE1,E2,E3.Коэффициенты
втакомразложении—этовточностикомпонентысвязности
Γ

i
jp.Они,очевидно,независятотвыборавспомогательной

декартовойсистемыкоординат.�

Перейдемтеперьквыводуправилаковариантногодиффе-
ренцированияпроизвольноготензорногополяAтипа(r,s)в
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Соотношения(11.1),(11.2)и(11.3)легковыводятсяизформул
(10.7)либо(10.9).Определимфункциюϕ(x

1
,x

2
,x

3
)ввиде

суммыследующихтрехинтеграловоткомпонентполяF:

ϕ(x
1
,x

2
,x

3
)=c+

x1 ∫

0

F
1
(x

1
,0,0)dx

1
+

+

x2 ∫

0

F
2
(x

1
,x

2
,0)dx

2
+

x3 ∫

0

F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
.

(11.4)

Здесьc—некотораяпроизвольнаяконстанта.Остаетсяпро-
верить,чтофункция(11.4)иестьтоскалярноеполе,для
которогоF=gradϕ.

Продифференцируемфункциюϕпоx
3
.Константаcи

первыедваинтегралав(11.4)отx
3

независят.Поэтому

∂ϕ

∂x3=
∂

∂x3

x3 ∫

0

F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
=F

3
(x

1
,x

2
,x

3
).(11.5)

Привыводесоотношения(11.5)мывоспользовалисьправилом
дифференцированияинтеграласпеременнымверхнимпреде-
лом(см.[2]).

Теперьпродифференцируемфункциюϕпоx
2
.Константаc

ипервыйинтегралв(11.4)независятотx
2
.Дифференциро-

ваниеоставшихсядвухинтеграловдает:

∂ϕ

∂x2=F
2
(x

1
,x

2
,0)+

∂

∂x2

x3 ∫

0

F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
.

Операциидифференцированияпоx
2

иинтегрированияпоx
3

вполученнойформулеперестановочны(см.[2]).Поэтому

∂ϕ

∂x2=F
2
(x

1
,x

2
,0)+

x3 ∫

0

∂F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x2dx
3
.(11.6)
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Дляпреобразованияподинтегральноговыраженияв(11.6)ис-
пользуемформулу(11.2).Этодает:

∂ϕ

∂x2=F
2
(x

1
,x

2
,0)+

x3 ∫

0

∂F
2
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x3dx
3

=

=F
2
(x

1
,x

2
,0)+F

2
(x

1
,x

2
,x)

x=x3

x=0
=F

2
(x

1
,x

2
,x

3
).

(11.7)

Вычислениепроизводной∂ϕ/∂x
1

используеттежеприемы,
чтоивслучаепроизводных∂ϕ/∂x

3
и∂ϕ/∂x

2
:

∂ϕ

∂x1=
∂

∂x1

x1 ∫

0

F
1
(x

1
,0,0)dx

1
+

∂

∂x1

x2 ∫

0

F
2
(x

1
,x

2
,0)dx

2
+

+
∂

∂x1

x3 ∫

0

F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
=F

1
(x

1
,0,0)+

+

x2 ∫

0

∂F
2
(x

1
,x

2
,0)

∂x1dx
2
+

x3 ∫

0

∂F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x1dx
3
.

Дляпреобразованияпоследнихдвухинтеграловприменимсо-
отношения(11.1)и(11.3).Тогда:

∂ϕ

∂x1=F
1
(x

1
,0,0)+F

1
(x

1
,x,0)

x=x2

x=0
+

+F
1
(x

1
,x

2
,x)

x=x3

x=0
=F

1
(x

1
,x

2
,x

3
).

(11.8)

Выведенныесоотношения(11.5),(11.7)и(11.8)представляют
собойпокомпонентнуюзаписьсоотношенияgradϕ=Fдля
функцииϕ(x

1
,x

2
,x

3
),котораяопределяетсяформулой(11.4).

Теоремадоказана.�
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Учетперечисленныхобстоятельствпозволяетпреобразовать
формулудля∇jA

i
кследующемувиду:

∇jA
i
(u)=

∂A
i
(u)

∂uj+
3∑

p=1

(

3∑

k=1

S
i
k(x̃)

∂T
k
p(u)

∂uj

)

A
p
(u).

Длясуммывскобкахвведемспециальноеобозначение.Вели-
чинуэтойсуммыобозначимчерезΓ

i
jp:

Γ
i
jp(u)=

3∑

k=1

S
i
k(x̃)

∂T
k
p(u)

∂uj.(5.5)

Сучетомобозначений(5.5)правилоковариантногодифферен-
цированиявекторногополявкриволинейнойсистемекоорди-
натзаписываетсятак:

∇jA
i
=
∂A

i

∂uj+
3∑

p=1

Γ
i
jpA

p
.(5.6)

ВеличиныΓ
i
jpвэтойформуле,вычисляемыесогласно(5.5),

называютсякомпонентамисвязностиилисимволамиКри-

стоффеля.Этивеличиныявляютсянекоторымивнутренни-
михарактеристикамикриволинейнойсистемыкоординат,что
подтверждаетсяследующейлеммой.

Лемма5.1.КомпонентысвязностиΓ
i
jpкриволинейнойси-

стемыкоординатu
1
,u

2
,u

3
,вычисляемыепоформуле(5.5),не

зависятотвыборавспомогательнойдекартовойсистемыкоор-
динатx̃

1
,x̃

2
,x̃

3
.

Док-во.Умножимобечастиравенства(5.5)навектор
репераEiипросуммируемпоиндексуi:

3∑

i=1

Γ
i
jp(u)Ei(u)=

3∑

i=1

3∑

k=1

∂T
k
p(u)

∂ujS
i
k(x̃)Ei(u).(5.7)



92ГЛАВАIII.КРИВОЛИНЕЙНЫЕКООРДИНАТЫ.

Aвдекартовойсистемекоординат.Тогда

Ã
k

=
3∑

p=1

T
k
p(u)A

p
(u).

ДлякомпонентполяB=∇Aвдекартовойсистемекоординат
поформуле(5.1)извторойглавынаходим:

B̃
k
q=

∂Ã
k

∂x̃q=
3∑

p=1

∂

∂x̃q

(

T
k
p(u)A

p
(u)
)

.(5.3)

ТеперьпроизведемобратныйпересчеткомпонентполяBиз
декартовойсистемыкоординатвкриволинейную:

∇jA
i
=B

i
j(u)=

3∑

k=1

3∑

q=1

S
i
k(x̃)T

q
j(u)B̃

k
q.(5.4)

Продифференцируемпроизведениевформуле(5.3)поправи-
луЛейбница.Этоприведетквозникновениюдвухсуммв
(5.3).Последующаяподстановкаэтихсуммв(5.4)дает:

∇jA
i
=

3∑

q=1

3∑

p=1

(

3∑

k=1

S
i
k(x̃)T

k
p(u)

)

T
q
j(u)

∂A
p
(u)

∂x̃q+

+
3∑

p=1

(

3∑

q=1

3∑

p=1

S
i
k(x̃)T

q
j(u)

∂T
k
p(u)

∂x̃q

)

A
p
(u).

Заметим,чтоматрицыSиTявляютсяобратнымидругдля
друга.Этопозволяетвычислитьсуммыпоkиpвпервомсла-
гаемом.Крометого,заменимT

q
j(u)напроизводные∂x̃

q
/∂u

j

всилуформулы(5.2),чтодает:

3∑

q=1

T
q
j(u)

∂

∂x̃q=
3∑

q=1

∂x̃
q

∂uj

∂

∂x̃q=
∂

∂uj.
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Теорема11.2.ВсякоевихревоевекторноеполеFвпро-
странствеEявляетсяроторомнекоторогодругоговекторного
поляA,тоестьF=rotA.

Док-во.Доказательствоэтойтеоремытакжепроведемв
некоторойдекартовойпрямоугольнойсистемекоординатсор-
тонормированнымбазисомe1,e2,e3.Условиетого,чтополеF
являетсявихревым,втакойсистемекоординатизображается
однимуравнениемнаегокомпоненты:

∂F
1
(x)

∂x1+
∂F

2
(x)

∂x2+
∂F

3
(x)

∂x3=0.(11.9)

ПостроимвекторноеполеA,задавегокомпонентыввыбран-
нойсистемекоординатследующимиформулами:

A
1

=

x3 ∫

0

F
2
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
−

x2 ∫

0

F
3
(x

1
,x

2
,0)dx

2
,

A
2

=−
x3 ∫

0

F
1
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
,(11.10)

A
3

=0.

Покажем,чтополеAскомпонентами(11.10)иестьтополе,
длякоторогоrotA=F.Сделаемэтопрямымвычислением
компонентротораввыбраннойдекартовойсистемекоординат.
Дляпервойкомпонентыротораимеем:

∂A
3

∂x2−
∂A

2

∂x3=
∂

∂x3

x3 ∫

0

F
1
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
=F

1
(x

1
,x

2
,x

3
).

Здесьмывоспользовалисьправиломдифференцированияин-
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теграласпеременнымверхнимпределом.Привычислении
второйкомпонентыротораучтем,чтовторойинтегралвфор-
муле(11.10)длякомпонентыA

1
независитотx

3
:

∂A
1

∂x3−
∂A

3

∂x1=
∂

∂x3

x3 ∫

0

F
2
(x

1
,x

2
,x

3
)dx

3
=F

2
(x

1
,x

2
,x

3
).

И,наконец,длятретьейкомпонентыротораполяAимеем:

∂A
2

∂x1−
∂A

1

∂x2=−
x3 ∫

0

(

∂F
1
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x1+
∂F

2
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x2

)

dx
3
+

+
∂

∂x2

x2 ∫

0

F
3
(x

1
,x

2
,0)dx

2
=

x3 ∫

0

∂F
3
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂x3dx
3
+

+F
3
(x

1
,x

2
,0)=F

3
(x

1
,x

2
,x)

x=x3

x=0
+F

3
(x

1
,x

2
,0)=

=F
3
(x

1
,x

2
,x

3
).

Вэтихвычисленияхмывоспользовалисьсоотношением(11.9)
длязаменысуммыдвухпроизводных∂F

1
/∂x

1
+∂F

2
/∂x

2
на

−∂F
3
/∂x

3
.Теперь,объединяярезультатывычислениявсех

компонентротора,видим,чтоrotA=F.Значит,искомое
полеAдействительноможновыбиратьвформе(11.10).�
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этотензорноеполетипа(r,s+1).Впроизвольнойдекар-
товойсистемекоординаткомпонентыполя∇Aполучаются
простымдифференцированиемкомпонентисходногополяA
поx

1
,x

2
иx

3
.Использованиекриволинейныхкоординатне

отменяетоперацииковариантногодифференцирования.Од-
нако,вычислениекомпонентполя∇Aпокомпонентамполя
Aвкриволинейныхкоординатахстановитсяболеесложным.

Пустьu
1
,u

2
,u

3
—некотораякриволинейнаясистемакоор-

динатвобластиD⊂E.Выведемправилоковариантного
дифференцированиятензорныхполейвтакойсистемеко-
ординат.Начнемрассмотрениесослучаявекторногополя
A.Этополе,компонентыкоторогонумеруютсяоднимверх-
ниминдексомA

i
(u

1
,u

2
,u

3
).Длявычислениякомпонентполя

B=∇Aвыберемнекоторуювспомогательнуюдекартовуси-
стемукоординатx̃

1
,x̃

2
,x̃

3
.Послечегоприменимследующий

маневр:преобразуемкомпонентыполяAизкриволинейной
системыкоординатвдекартову,здесьвычислимкомпоненты
поляB=∇Aпоизвестнойформуле(5.1)извторойглавы,
затемпреобразуемнайденныекомпонентыполя∇Aиздекар-
товойсистемыкоординатобратновкриволинейную.

Связьдекартовыхкоординатx̃
1
,x̃

2
,x̃

3
скриволинейными

координатамиu
1
,u

2
,u

3
даетсяфункциямиперехода:











x̃
1

=x̃
1
(u

1
,u

2
,u

3
),

x̃
2

=x̃
2
(u

1
,u

2
,u

3
),

x̃
3

=x̃
3
(u

1
,u

2
,u

3
),











u
1

=u
1
(x̃

1
,x̃

2
,x̃

3
),

u
2

=u
2
(x̃

1
,x̃

2
,x̃

3
),

u
3

=u
3
(x̃

1
,x̃

2
,x̃

3
),

(5.1)

акомпонентысоответствующихматрицпереходавычисляют-
сяпоформуле(3.7).Дляк(5.1)этаформуладает:

S
i
j(x̃)=

∂u
i

∂x̃j,T
k
i(u)=

∂x̃
k

∂ui.(5.2)

ОбозначимчерезÃ
k
(x̃

1
,x̃

2
,x̃

3
)компонентывекторногополя
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(2)матрицыпереходаS(ũ)иT(u)неявляютсяконстант-
нымиматрицами.

Отметим,чтоэтиразличиянеоказываютникакоговлияния
навыполнениеалгебраическихоперацийстензорнымипо-
лями.Операциисложения,тензорногоумножения,свертки,
перестановкииндексов,симметрированияиальтернирования
тензороввкриволинейныхкоординатахвыполняютсяпотем
жеформулам,чтоивдекартовыхкоординатах.Отличия(1)
и(2)начинаютпроявлятьсялишьпривыполненииоперации
ковариантногодифференцированиятензорныхполей.

Всякаякриволинейнаясистемакоординатестественнымоб-
разомоснащенаметрическимтензоромg.Этотензорноеполе,
компонентыкоторогоопределяютсяскалярнымипроизведени-
ямивектороврепера:

gij=(Ei(u)|Ej(u)).(4.8)

Компонентыобратногометрическоготензораĝполучаются
обращениемматрицыg.Вкриволинейнойсистемекоординат
величиныgijивеличиныg

ij
уженеявляютсяконстантами.

Мыужезнаем,чтометрическийтензорgопределяетпсев-
дотензоробъемаω.Вкриволинейнойсистемекоординатего
компонентыпопрежнемузадаютсяформулой(6.11)извторой
главы.Вслучаевыборавыделеннойориентациивпростран-
ствеEпсевдотензоробъемаможетбытьпреобразованвтензор
объемаω.Формула(8.1)извторойглавыдлятакоготензора
остаетсясправедливойивкриволинейныхкоординатах.

§5.Дифференцированиетензорных
полейвкриволинейныхкоординатах.

ПустьA—дифференцируемоетензорноеполетипа(r,s).
В§5второйглавымыопределилипонятиековариантного
дифференциала.Ковариантныйдифференциал∇AполяA

ГЛАВАIII

КРИВОЛИНЕЙНЫЕКООРДИНАТЫ.

§1.Некоторыепримеры
криволинейныхсистемкоординат.

Основнымпредназначениемдекартовыхсистемкоординат
являетсячисловоепредставлениеточек:каждаяточкапро-
странстваEпредставляетсянекоторойуникальнойтройкой
чисел(x

1
,x

2
,x

3
).Длятойжецелипредназначеныикри-

волинейныесистемыкоординат.Рассмотрениетакихсистем
координатначнемснекоторыхпримеров.

Полярныекоординаты.Рассмотримнекоторуюплоскость,
выберемвнейточкуO—полюсинекоторыйлучOX,ис-
ходящийизэтойточки.ДляпроизвольнойточкиA6=Oее

положениенаплоскостиопределяетсязаданиемдвухпарамет-
ров:длиныеерадиус-вектораρ=|−→OA|иуглаϕмеждулучом
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OXирадиус-векторомточкиA.Разумеется,направлениеот-
счетаугловдолжнобытьвыбранозаранее(этоэквивалентно
выборуориентациинаплоскости).Парачисел(ρ,ϕ)—это
полярныекоординатыточкиA.

Свяжемсполярнойсистемойкоординатдекартовупрямо-
угольнуюсистемукоординаткакэтосделанонарисунке1.2.
ВкачественачалокоординатвыберемточкуO,направимось
абсциссвдольлучаOX,аосьординатполучимизосиабсцисс
поворотомна90

◦
.Тогдапересчетполярныхкоординатточки

Aвеедекартовыкоординатызадаетсяформулами

{

x
1

=ρcos(ϕ),

x
2

=ρsin(ϕ).
(1.1)

Обратныйпересчетможнопроизводитьпоформулам

{

ρ=
√

(x1)2+(x2)2,

ϕ=arctg(x
2
/x

1
).

(1.2)

Паручисел(ρ,ϕ)можнотрактоватькакэлементдвумер-
ногопространстваR

2
.Дляна-

глядногоизображенияR
2

предста-
вимэтопространствоввидеко-
ординатнойплоскости.Коорди-
натнаяплоскость(ρ,ϕ)неимеет
непосредственногогеометрическо-
госмысла,онаназываетсякартой

полярнойсистемыкоординат.Не
всеточкикартысоответствуютре-
альнымгеометрическимточкам.
Условиеρ≥0исключаетцелую

полуплоскостьвкарте.Синусикосинус—периодические
функцииспериодом2π=360

◦
.Поэтомуимеютсяразличные

точкикарты,отображающиесяводнуитужегеометрическую
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соответствующейформулы(1.5)извторойглавыимеетвид:

Fij(u)=
3∑

p=1

3∑

q=1

T
p
i(u)T

q
j(u)F̃pq(ũ),

u
i
=u

i
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
).

(4.6)

ПустьF—тензорноеполетипа(r,s).Вотличиеотвек-
торногополя,значениятакоготензорногополявточкене
имеютнаглядногоизображенияввиденаправленныхотрез-
ков.Болеетого,вобщемслучаенетнаглядныхприемов
длянахождениякомпоненттакогополявзаданномбазисе.
Однако,согласноопределению1.1извторойглавытензор
—этогеометрическийобъект,укоторогоскаждымвыбо-
ромбазисасвязаннекоторыйнаборкомпонентвэтомбазисе.
ОбозначимчерезF(u

1
,u

2
,u

3
)значениеполяFвточкескоор-

динатамиu
1
,u

2
,u

3
.Этотензор,компонентыкотороговбазисе

E1(u
1
,u

2
,u

3
),E2(u

1
,u

2
,u

3
)иE3(u

1
,u

2
,u

3
)называютсякомпо-

нентамиполяFвкриволинейнойсистемекоординат.Правило
преобразованиякомпоненттензорногополяпризаменесисте-
мыкоординатвытекаетизформулы(1.6)извторойглавы.
Длятензорногополятипа(r,s)оноимеетвид:

F
i1...ir

j1...js(u)=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1(ũ)...S

ir

pr(ũ)×

×T
q1

j1(u)...T
qs

js(u)F̃
p1...pr

q1...qs(ũ),

u
i
=u

i
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
).

(4.7)

Выписаннаяздесьформула(4.7)имеетдваважныхотличия
отсоответствующейформулы(1.7)вовторойглаве.Вслучае
криволинейныхсистемкоординат:

(1)функциипереходаu
i
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)необязаныболеебыть

линейнымифункциями;
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Заметим,чтодекартовысистемыкоординатможноинтер-
претироватькакчастныйслучайкриволинейных.Функции
переходаu

i
=u

i
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)вслучаедвухдекартовыхсистем

координатлинейны,поэтомуматрицаS,вычисленнаяпотео-
реме3.1,вэтомслучаеимеетконстантныекомпоненты.

ПустьтеперьF—полековекторов,полелинейныхопе-
раторовилижеполебилинейныхформ.Влюбомизпе-
речисленныхслучаевкомпонентыполяFвнекоторойточке
определяютсязаданиемнекоторогобазиса,прикрепленногок
этойточке.Векторареперакриволинейнойсистемыкоорди-
натвточкескоординатамиu

1
,u

2
,u

3
,какраз,идаютнеоб-

ходимыйбазис.КомпонентыполяF,определяемыетаким
базисом,называютсякомпонентамиполяFвкриволинейной
системекоординат.Правилапреобразованиякомпонентпе-
речисленныхвышеполейпризаменекриволинейнойсистемы
координатобобщаютформулы(1.3),(1.4)и(1.5)извторой
главы.

ДляковекторногополяFправилопреобразованияегоком-
понентпризаменекоординатимеетвид:

Fi(u)=
3∑

j=1

T
j
i(u)F̃j(ũ),

u
i
=u

i
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
).

(4.4)

ФормулапреобразованиядлякомпонентоператорногополяF
призаменесистемыкоординатзаписываетсятак:

F
i
j(x)=

3∑

p=1

3∑

q=1

S
i
p(ũ)T

q
j(u)F̃

p
q(x̃),

u
i
=u

i
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
).

(4.5)

Вслучаеполябилинейных(квадратичных)формобобщение
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точку.Темсамым,отображение(ρ,ϕ)→(x
1
,x

2
),задаваемое

формулами(1.1),неявляетсяниинъективным.
ПустьU—неограниченнаяобласть,выделеннаяголубым

цветомнарисунке1.3(точкиграницывUневключаются).
ОбозначимчерезVобразобластиUприотображении(1.1).
Легкопонять,чтоV—этовсеточкиплоскости(x

1
,x

2
)за

исключениемточеклучаOX.Еслисузить(1.1)наобластьU,
томыполучимбиективноеотображениеm:U→V.

Отметим,чтоформулы(1.2)неявляютсяточнымвыра-
жениемдляобратногоотображенияm

−1
:V→U.Делов

том,чтозначенияtg(ϕ)вточкахскоординатами(x
1
,x

2
)и

(−x
1
,−x

2
)совпадают.Дляобращенияmболееточнымбыло

быиспользованиетангенсаполовинногоугла:

ϕ=2arctg

(

x
2

x1+
√

(x1)2+(x2)2

)

.

Однако,мыпредпочтемнесовсемточноевыражениедляϕиз
(1.2)ввидуегоотносительнойпростоты.

ПроведемвкартеR
2

полярнойсистемыкоординатсерию
прямых,параллельныхосямкоординат.Отображение(1.1)

переведетихвсериюлучейиконцентрическихокружностей
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наплоскости(x
1
,x

2
).Прямыелиниивкартенарисунке1.4,

атакжелучииокружностинарисунке1.5образуюткоор-
динатнуюсеткуполярнойсистемыкоординат.Координатную
сеткуможносделатьболеегустойпутемуменьшенияинтер-
валамеждулиниями.Впределемыможеммыслитьтакую
сеткумаксимальногустой.Такаясеткасостоитиздвухсе-
мействлиний:первоесемействозадаетсяусловиемu

2
=const,

авторое—условиемu
1

=const.
Вкартечерезкаждуюточкупроходитровнодвекоординат-

ныелинии—однаизпервогосемейства,другая—извторого.
Наплоскости(x

1
,x

2
)этоусловиевыполняетсявовсехточках,

крометочкиO.Здесьсходятсявсекоординатныелиниипер-
вогосемейства.ТочкаOявляетсяединственнойособойточкой
полярнойсистемыкоординат.

Цилиндрическаясистемакоординатвпространствеполу-
чаетсяизполярнойсистемыкоординатнаплоскостипутем

добавлениятретьейкоординатыh.
Какивслучаеполярнойсистемы
координат,сцилиндрическойси-
стемойкоординатсвяжемдекар-
товупрямоугольнуюсистемуко-
ординат(см.рисунок1.6).Тогда











x
1

=ρcos(ϕ),

x
2

=ρsin(ϕ),

x
3

=h.

(1.3)

Обратныйпереходотдекартовых
координаткцилиндрическимкоординатамдаетсяформулой











ρ=
√

(x1)2+(x2)2,

ϕ=arctg(x
2
/x

1
),

h=x
3
.

(1.4)
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§4.Векторныеитензорныеполя
вкриволинейныхкоординатах.

Пустьu
1
,u

2
,u

3
—некотораякриволинейнаясистемако-

ординатвобластиD⊂EипустьF—некотороевектор-
ноеполе,определенноевточкахобластиD.Тогдавточ-
кескриволинейнымикоординатамиu

1
,u

2
,u

3
мыимеемвек-

торполяF(u
1
,u

2
,u

3
)тройкувектороврепераE1(u

1
,u

2
,u

3
),

E2(u
1
,u

2
,u

3
)иE3(u

1
,u

2
,u

3
).Разложимвекторполяпобази-

суизвекторовреперавэтойточке:

F(u
1
,u

2
,u

3
)=

3∑

i=1

F
i
(u

1
,u

2
,u

3
)·Ei(u

1
,u

2
,u

3
).(4.1)

ВеличиныF
i
(u

1
,u

2
,u

3
)втакомразложенииестественнона-

зватькомпонентамивекторногополяFвкриволинейнойси-
стемекоординат.ЕсливобластиDзаданаещеоднакриво-
линейнаясистемакоординатũ

1
,ũ

2
,ũ

3
,тоимеетсяещеодно

разложениевида(4.1):

F(u
1
,u

2
,u

3
)=

3∑

i=1

F̃
i
(u

1
,u

2
,u

3
)·Ẽi(u

1
,u

2
,u

3
).(4.2)

Пользуясьформулами(3.6),нетрудновывестисвязьмежду
компонентамиполяFвразложениях(4.1)и(4.2):

F
i
(u)=

3∑

j=1

S
i
j(ũ)F̃

j
(ũ),

u
i
=u

i
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
).

(4.3)

Соотношение(4.3)естественноинтерпретироватькакобобще-
ниесоотношения(1.2)извторойглавынаслучайкриволиней-
ныхсистемкоординат.
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Замечаниеобориентации.Изопределения2.2вытека-
етнепрерывнаядифференцируемостьфункций(2.3).Всилу
теоремы2.1функции(2.4),задающиеобратныеотображе-
ния,такженепрерывнодифференцируемы.Тогдакомпонен-
тыматрицыSвформуле(2.13),совпадающиескомпонентами
матрицыЯкоби(2.9),являютсянепрерывнымифункциямив
областиU.Тожесамоеверноидлядетерминантаматрицы
S:определительdetS(u

1
,u

2
,u

3
)естьнепрерывнаяфункцияв

областиU,отличнаяотнулявовсехееточках.Непрерывная
вещественнаяфункциянасвязноммножествеU,отличнаяот
нуля,неможетприниматьзначенийразныхзнаков,тоесть
detS>0,либоdetS<0.Значиториентациятройкивек-
торовреперакриволинейнойсистемыкоординатнеменяется
отточкикточке.ЕслисчитатьпространствоEоснащенным
выделеннойориентацией,томожноговоритьоправоориен-
тированныхилевоориентированныхкриволинейныхсистемах
координат.

Замечаниеогладкости.Определение2.2даетнампоня-
тиенепрерывнодифференцируемойкриволинейнойсистемы
координат.Однако,определяющиефункции(2.3)могутиметь
иболеевысокийклассгладкостиC

m
.Вэтомслучаемыбу-

демговоритьокриволинейнойсистемекоординатгладкости

C
m

.КомпонентыматрицыЯкоби(2.2)длятакойсистемы
координатявляютсяфункциямиклассаC

m−1
.Всилусоотно-

шения(2.12)компонентыматрицыЯкоби(2.9)имеюттотже
самыйклассгладкостиC

m−1
,афункции(2.4),всилуэтого,

принадлежатклассугладкостиC
m

.

Еслижемыимеемдвекриволинейныесистемыкоординат
гладкостиC

m
,товсилусказанноговышефункцииперехода

(3.5)будутфункциямиклассаC
m

,акомпонентыматрицпере-
ходаSиT,вычисленныепоформулам(3.7),будутфункциями
классаC

m−1
.
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Координатнаясеткацилиндрическойсистемыкоординатсо-
стоитизтрехсемействлиний.Этогоризонтальныелучи,
исходящиеизточеквертикальнойосиOx

3
,горизонтальные

окружностисцентрамивточкахосиOx
3

ивертикальные
прямые,параллельныеосиOx

3
.Особыеточкицилиндриче-

скойсистемыкоординатсоставляютосьOx
3
.Черезлюбую

другуюточку(нележащуюнаэтойоси)проходитровнотри
координатныелиниипооднойизкаждогосемейства.

Сферическаясистемакоординатвпространствеполуча-
етсяврезультатенекотороймодификациицилиндрической

системыкоординат.Координатаh
заменяетсянаугловуюкоординату
ϑ,авеличинаρвсферическихко-
ординатахозначаетдлинурадиус-
вектораточкиA(см.рисунок1.7).
Тогда










x
1

=ρsin(ϑ)cos(ϕ),

x
2

=ρsin(ϑ)sin(ϕ),

x
3

=ρcos(ϑ).

(1.5)

СферическиекоординатыточкиA
принятозаписыватьвследующем

порядке:ρ,ϑ,ϕ.Обратныйпереходотдекартовыхкоординат
точкиAкэтимвеличинамдаетсяформулой:















ρ=
√

(x1)2+(x2)2+(x3)2,

ϑ=arccos
(

x
3
/
√

(x1)2+(x2)2+(x3)2
)

,

ϕ=arctg(x
2
/x

1
).

(1.6)

Координатныелиниисферическихкоординатобразуюттри
семейства.Первое—этолучи,исходящиеизточкиO;второе
семейство—этоокружностисцентромвточкеO,лежащие
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вовсевозможныхвертикальныхплоскостях,содержащихось
Ox

3
;и,наконец,третьесемействосоставляютгоризонтальные

окружностисцентраминаосиOx
3
.Особыеточкисфериче-

скойсистемыкоординатлежатнаосиOx
3
.Черезкаждуюиз

неособыхточекпроходитровнопотрикоординатныелинии
пооднойизкаждогосемейства.

Условиеρ=constвыделяетвпространствеEсферуради-
усаρ.Координатныелинииизвторогоитретьегосемейств
задаютнаэтойсфересеткуизмеридиановипараллелей,в
точноститакуюже,какаяиспользуетсявгеографиидлязада-
ниякоординатнаповерхностиЗемли.

§2.Подвижныйрепер
криволинейнойсистемыкоординат.

ПустьD—некотораяобластьвпространствеE.Подоб-
ластьюобычнопонимаетсяоткрытоесвязноемножество.От-
крытостьDозначает,чтовместескаждойсвоейточкойA∈D
множествоDсодержитнекоторуюсферическуюокрестность
O(A)этойточки.Связностьжеозначает,чтолюбыедве
точкимножестваDмогутбытьсоединеныгладкойкривой,
целикомлежащейвнутриD.Подробнееобэтихпонятияхсм.
[2].Рассмотримтричисловыефункцииu

1
(x),u

2
(x)иu

3
(x)

собластьюопределенияD.Вообщеговоря,ихобластьопре-
деленияможетбытьишире,нонасбудетинтересоватьих
поведениелишьвточкахмножестваD.Значениятрехфунк-
цийu

1
,u

2
,u

3
вкаждойточке—этотройкачисел,которую

можноинтерпретироватькакточкупространстваR
3
.Тогда

тройкафункцийu
1
,u

2
,u

3
задаетотображениеu:D→R

3
.

Определение2.1.Тройкадифференцируемыхфункций
u

1
,u

2
,u

3
называетсярегулярнойвточкеAпространстваE,

еслиградиентыэтихфункцийgradu
1
,gradu

2
иgradu

3
линей-

нонезависимывточкеA.

§3.ЗАМЕНАКРИВОЛИНЕЙНЫХКООРДИНАТ.85

Выразимвектораe1,e2,e3черезE1,E2,E3,воспользовавшись
формулой(2.14).Приэтомвспомним,чтоматрицаTв(2.14)
совпадаетсматрицейЯкобиJ(x

1
,x

2
,x

3
)из(2.2).Поэтому

eq=
3∑

i=1

∂u
i
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂xq·Ei.(3.9)

Теперьподставим(3.9)в(3.8).Этопозволяетсвязатьвектора
реперовдвухкриволинейныхсистемкоординат:

Ẽj=
3∑

i=1

(

3∑

q=1

∂u
i
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂xq

∂x
q
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)

∂ũj

)

·Ei.(3.10)

Сравним(3.10)с(3.6)иизтакогосравнениядлякомпонент
матрицыSполучаем:

S
i
j=

3∑

q=1

∂u
i
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂xq

∂x
q
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)

∂ũj.(3.11)

Нодекартовыкоординатыx
1
,x

2
,x

3
вполученномвыражении

связаныскриволинейнымикоординатамиũ
1
,ũ

2
,ũ

3
посред-

ствомсоотношений(3.1).Поэтомусуммавправойчасти
(3.11)можетбытьпреобразованаквидупроизводнойсложной
функцииu

i
((x

1
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

2
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

3
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
))из(3.4):

S
i
j=

∂u
i

∂ũj.

Заметим,чтоименнофункции(3.4),записанныевформе(3.5),
осуществляютпереходоткоординатũ

1
,ũ

2
,ũ

3
ккоординатам

u
1
,u

2
,u

3
,иименнопроизводныеэтихфункцийфигурируютв

формуле(3.7).Теоремадоказана.�



84ГЛАВАIII.КРИВОЛИНЕЙНЫЕКООРДИНАТЫ.

иu◦ũ−1
.Длякраткостизапишемэтинаборыфункцийтак:











ũ
1

=ũ
1
(u

1
,u

2
,u

3
),

ũ
2

=ũ
2
(u

1
,u

2
,u

3
),

ũ
3

=ũ
3
(u

1
,u

2
,u

3
),











u
1

=u
1
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),

u
2

=u
2
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),

u
3

=u
3
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
).

(3.5)

Формулы(3.5)выражаюткоординатыточкиизобластиD
воднойкриволинейнойсистемекоординатчерезкоординаты
этойжеточкивдругойкриволинейнойсистемекоординат.
Этиформулыназываютформуламипреобразованияилиже
формуламизаменыкриволинейныхкоординат.

Скаждойиздвухрассмотренныхкриволинейныхсистем
координатвобластиD=D1∩D2связаннекоторыйподвиж-
ныйреперизтрехвекторныхполей.ОбозначимчерезSиT
матрицыперехода,связывающиеэтидварепера:

Ẽj=
3∑

i=1

S
i
j·Ei,Ei=

3∑

k=1

T
k
i·Ẽk.(3.6)

Теорема3.1.КомпонентыматрицпереходаSиTдляпо-
движныхреперовдвухкриволинейныхсистемкоординатв
(3.6)определяютсячастнымипроизводнымифункций(3.5):

S
i
j(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)=

∂u
i

∂ũj,T
k
i(u

1
,u

2
,u

3
)=

∂ũ
k

∂ui.(3.7)

Док-во.Докажемлишьпервуюформулув(3.7).Доказа-
тельствовторойформулыполностьюаналогичнодоказатель-
ствупервой.Выберемнекоторуювспомогательнуюдекартову
системукоординатизапишемформулу(2.8)применительнок
векторамреперавторойкриволинейнойсистемыкоординат:

Ẽj(ũ
1
,ũ

2
,ũ

3
)=

3∑

q=1

∂x
q
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)

∂ũj·eq.(3.8)
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ВыберемнекоторуюдекартовусистемукоординатвE,в
нейфункцииu

1
,u

2
,u

3
будутпредставленытремяфункциями

декартовыхкоординатточки:u
i

=u
i
(x

1
,x

2
,x

3
).Градиенты

дифференцируемыхфункцийu
1
,u

2
,u

3
составляюттройкуко-

векторныхполей,компонентамикоторыхявляютсячастные
производныефункцийu

1
,u

2
,u

3
поx

1
,x

2
,x

3
:

gradu
i
=

(

∂u
i

∂x1,
∂u

i

∂x2,
∂u

i

∂x3

)

.(2.1)

Составимизкомпонентградиентоввида(2.1)матрицу

J=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂u
1

∂x1

∂u
1

∂x2

∂u
1

∂x3

∂u
2

∂x1

∂u
2

∂x2

∂u
2

∂x3

∂u
3

∂x1

∂u
3

∂x2

∂u
3

∂x3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(2.2)

МатрицаJвида(2.2)называетсяматрицейЯкобиотобра-
женияu:D→R

3
,задаваемоготройкойдифференцируемых

функцийu
1
,u

2
,u

3
вобластиD.Очевидно,чторегулярность

тройкифункцийu
1
,u

2
,u

3
внекоторойточкеэквивалентна

невырожденностиматрицыЯкобивэтойточке:detJ6=0.

Теорема2.1.Еслитройканепрерывнодифференцируе-
мыхфункцийu

1
,u

2
,u

3
собластьюопределениявобластиD

регулярнавточкеA,тосуществуетнекотораяокрестность
O(A)точкиAинекотораяокрестностьO(u(A))точкиu(A)
впространствеR

3
,такие,чтовыполненыследующиеусловия:

(1)отображениеu:O(A)→O(u(A))биективно;
(2)обратноеотображениеu

−1
:O(u(A))→O(A)является

непрерывнодифференцируемым.

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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Теорема2.1илиэквивалентныеейутвержденияобычно
доказываютсявкурсематематическогоанализа(см.[2]).Они
известныкактеоремыонеявныхфункциях.

Определение2.2.Скажем,чтоупорядоченнаятройкане-
прерывнодифференцируемыхфункцийu

1
,u

2
,u

3
собластью

определениявобластиD⊂Eзадаеткриволинейнуюсистему
координатвD,еслионарегулярнавовсехточкахобластиD
иеслиопределяемоееюотображениеuявляетсябиективным
отображениемизDвнекоторуюобластьU⊂R

3
.

Цилиндрическаясистемакоординатзадаетсятремяфунк-
циямиu

1
=ρ(x),u

2
=ϕ(x)иu

3
=h(x)из(1.4),асферическая

системакоординат—функциями(1.6).Однако,тройкифунк-
ций(1.4)и(1.6)удовлетворяютусловиямопределения2.2
толькопосленекоторогосуженияихобластейопределения.
ПослеправильногоподбораобластиDдля(1.4)и(1.6)обрат-
ныеотображенияu

−1
задаютсяформулами(1.3)и(1.5).

ПустьвобластиD⊂Eзаданакриволинейнаясистема
координатu

1
,u

2
,u

3
.Выберемвспомогательнуюдекартову

системукоординатвE.Тогдаu
1
,u

2
,u

3
—этотрифункции,

задающиеотображениеuизDвнекоторуюобластьU⊂R
3
:











u
1

=u
1
(x

1
,x

2
,x

3
),

u
2

=u
2
(x

1
,x

2
,x

3
),

u
3

=u
3
(x

1
,x

2
,x

3
).

(2.3)

ОбластьDпринятоназыватькартируемыммножеством,об-
ластьU⊂R

3
—картой,аотображениеu

−1
:U→Dпринято

называтькартирующимотображением.Картирующееотоб-
ражениезадаетсяследующимитремяфункциями:











x
1

=x
1
(u

1
,u

2
,u

3
),

x
2

=x
2
(u

1
,u

2
,u

3
),

x
3

=x
3
(u

1
,u

2
,u

3
).

(2.4)
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U2,тоестьположим:U=u(D1∩D̃2)иŨ=ũ(D1∩D̃2).В
силукартирующихотображенийточкиобластиDнаходятся
вовзаимнооднозначномсоответствиисточкамиобластейUи
Ũвкартах.Самижекартирующиеотображенияu

−1
иũ

−1

задаютсяследующиминаборамифункций:











x
1

=x
1
(u

1
,u

2
,u

3
),

x
2

=x
2
(u

1
,u

2
,u

3
),

x
3

=x
3
(u

1
,u

2
,u

3
),











x
1

=x
1
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),

x
2

=x
2
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),

x
3

=x
3
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
).

(3.1)

Отображенияuиũ,обратныекартирующим,такжезадаются
вформесистемфункций:











u
1

=u
1
(x

1
,x

2
,x

3
),

u
2

=u
2
(x

1
,x

2
,x

3
),

u
3

=u
3
(x

1
,x

2
,x

3
),











ũ
1

=ũ
1
(x

1
,x

2
,x

3
),

ũ
2

=ũ
2
(x

1
,x

2
,x

3
),

ũ
3

=ũ
3
(x

1
,x

2
,x

3
).

(3.2)

Подставимпервыйнаборфункцийиз(3.1)варгументывто-
рогонаборафункцийв(3.2).Аналогичнымобразомподста-
вимвторойнаборфункций(3.1)варгументыпервогонабора
функцийв(3.2).Врезультатеполучимфункции











ũ
1
(x

1
(u

1
,u

2
,u

3
),x

2
(u

1
,u

2
,u

3
),x

3
(u

1
,u

2
,u

3
)),

ũ
2
(x

1
(u

1
,u

2
,u

3
),x

2
(u

1
,u

2
,u

3
),x

3
(u

1
,u

2
,u

3
)),

ũ
3
(x

1
(u

1
,u

2
,u

3
),x

2
(u

1
,u

2
,u

3
),x

3
(u

1
,u

2
,u

3
)),

(3.3)











u
1
(x

1
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

2
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

3
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)),

u
2
(x

1
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

2
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

3
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)),

u
3
(x

1
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

2
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
),x

3
(ũ

1
,ũ

2
,ũ

3
)),

(3.4)

которыезадаютпарувзаимнообратныхотображенийũ◦u−1
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МатрицапереходаSвформулесовпадаетсматрицейЯкоби
(2.9),поэтомуеекомпонентызависятотu

1
,u

2
,иu

3
.Это

естественныепеременные,откоторыхзависяткомпонентыS.
ОбратныйпереходотбазисаE1,E2,E3кбазисудекартовой

системыкоординатдаетсяобратнойматрицейT=S
−1

.В
силу(2.12)матрицаобратногопереходасовпадаетсматрицей
Якоби(2.2).Поэтомуестественныепеременныедлякомпонент
матрицыT—этопеременныеx

1
,x

2
иx

3
:

eq=
3∑

i=1

T
i
q(x

1
,x

2
,x

3
)·Ei.(2.14)

СамивекторарепераE1,E2,E3определяютсязаданиемточки
областиD⊂E.Посколькувкриволинейнойсистемекоорди-
натмызадаемточкизаданиемихкоординатu

1
,u

2
иu

3
,то

именноэтипеременныеявляютсяестественнымипеременны-
мидлявекторовподвижногорепераEi(u

1
,u

2
,u

3
).

§3.Заменакриволинейныхкоординат.

ПустьвобластиD1заданыкриволинейныекоординаты
u

1
,u

2
,u

3
,авобластиD2—координатыũ

1
,ũ

2
,ũ

3
.Еслиэти

областиимеютнепустоепересечение,товобластиD=D1∩D̃2

оказываютсязаданнымидвесистемыкоординат.

ОбозначимчерезUиŨпрообразыобластиDвкартахU1и

§2.ПОДВИЖНЫЙРЕПЕР...79

Обозначимчерезrрадиус-векторrточкисдекартовымикоор-
динатамиx

1
,x

2
иx

3
.Тогдавместотрехскалярныхфункций

в(2.4)можноиспользоватьоднувекторнуюфункцию,опреде-
ливееследующейочевиднойформулой:

r(u
1
,u

2
,u

3
)=

3∑

q=1

x
q
(u

1
,u

2
,u

3
)·eq.(2.5)

Фиксируемдвеизтрехкриволинейныхкоординатu
1
,u

2
,u

3
и

будемменятьоднуизних.Этоопределяеттрисемейства
координатныхпрямыхвобластиU⊂R

3
:











u
1

=t,

u
2

=c
2
,

u
3

=c
3
,











u
1

=c
1
,

u
2

=t,

u
3

=c
3
,











u
1

=c
1
,

u
2

=c
2
,

u
3

=t,

(2.6)

гдеc
1
,c

2
иc

3
—константы.Координатныепрямые(2.6)

формируютпрямолинейнуюкоординатнуюсетьвкартеU.
Черезкаждуюточкукартыприходитровнооднапрямаяиз
каждогосемейства(2.6).Подстановка(2.6)в(2.5)переводит
прямолинейнуюкоординатнуюсетьизUвкриволинейную
сетьвобластиD⊂E.Такаясетьназываетсякоординатной

сетьюкриволинейнойсистемыкоординат.
Координатнаясетькриволинейнойсистемыкоординатвоб-

ластиDсостоитизтрехсемействлиний.Всилубиективности
отображенияu:D→UчерезкаждуюточкуобластиDпро-
ходитровнотрикоординатныелинии—пооднойизкаждого
семейства.Накаждойкоординатнойкривойестьсвояпара-
метризация:накривыхпервогосемействапараметромслужит
t=u

1
,накривыхвторогосемейства—этоt=u

2
и,наконец,

накривыхтретьегосемействапараметромслужитt=u
3
.В

каждойточкеобластиDимеетсятрикасательныхвекторак
тремкривымизтрехсемейств.ОбозначимихчерезE1,E2

иE3.ВектораE1,E2,E3получаютсядифференцированием
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радиус-вектораr(u
1
,u

2
,u

3
)попараметрамu

1
,u

2
иu

3
нако-

ординатныхкривых.Изобразимэтообстоятельствоввиде
следующейформулы:

Ej(u
1
,u

2
,u

3
)=

∂r(u
1
,u

2
,u

3
)

∂uj.(2.7)

Подставимв(2.7)разложениерадиус-вектора(2.5)побази-
суe1,e2,e3вспомогательнойдекартовойсистемыкоординат.
Базисныевектораe1,e2,e3независятотu

1
,u

2
,u

3
,поэтому:

Ej(u
1
,u

2
,u

3
)=

3∑

q=1

∂x
q
(u

1
,u

2
,u

3
)

∂uj·eq.(2.8)

Формула(2.8)определяетразложениевекторовE1,E2,E3по
базисуe1,e2,e3.Вектор-столбцыизкоординатвекторовE1,
E2иE3можнособратьвследующуюматрицу:

I=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂x
1

∂u1

∂x
1

∂u2

∂x
1

∂u3

∂x
2

∂u1

∂x
2

∂u2

∂x
2

∂u3

∂x
3

∂u1

∂x
3

∂u2

∂x
3

∂u3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(2.9)

Сравнение(2.9)и(2.2)показывает,чтоматрица(2.9)—это
матрицаЯкобиотображенияu

−1
:U→D,задаваемогофунк-

циями(2.4).Подставим(2.4)варгументы(2.3):

u
i
(x

1
(u

1
,u

2
,u

3
),x

2
(u

1
,u

2
,u

3
),x

3
(u

1
,u

2
,u

3
))=u

i
.(2.10)

Этовытекаетизтого,чтофункции(2.3)и(2.4)задаютобрат-
ныедругдлядругаотображенияuиu

−1
.Продифференциру-
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емтождества(2.10)попеременнойu
j
:

3∑

q=1

∂u
i
(x

1
,x

2
,x

3
)

∂xq

∂x
q
(u

1
,u

2
,u

3
)

∂uj=δ
i
j.(2.11)

Здесьмыиспользовалиправилодифференцированиясложной
функции.Полученныесоотношенияпоказывают,чтоматрицы
(2.2)и(2.9)являютсяобратнымидругдлядруга.Точнее,
имеетместоследующеесоотношение:

I(u
1
,u

2
,u

3
)=J(x

1
,x

2
,x

3
)
−1
,(2.12)

еслиx
1
,x

2
,x

3
выраженычерезu

1
,u

2
,u

3
посредством(2.4),

илиже,наоборот,еслиu
1
,u

2
,u

3
выраженычерезx

1
,x

2
,x

3
по-

средством(2.3).Аргументы,указанныевсоотношении(2.12)
являютсяестественнымиаргументамидлякомпонентматриц
ЯкобиIиJ.Однако,мыможемвлюбойситуацииперейти
кнужномунамнаборуаргументовприпомощиподстановки
(2.3)либо(2.4).

Регулярностьтройкифункций(2.3),задающейкриволиней-
нуюсистемукоординатвобластиD,означаетневырожден-
ностьматрицы(2.2).Тогдавсилу(2.12)обратнаяматрица
(2.9)такжеявляетсяневырожденной.Изэтоговытекаетли-
нейнаянезависимостьвекторовE1,E2,E3из(2.8)вовсехточ-
кахобластиD.Всилудоказаннойлинейнойнезависимости
координатныхкасательныхвекторовE1,E2,E3ониформиру-
ютподвижныйрепер,которыйпринятоназыватькоординат-

нымреперомкриволинейнойсистемыкоординат.Формулу
(2.8)теперьможноинтерпретироватькакформулуперехода
избазисавспомогательнойдекартовойсистемыкоординатв
базис,образованныйвекторамирепераE1,E2,E3:

Ej=
3∑

q=1

S
q
j(u

1
,u

2
,u

3
)·eq.(2.13)
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точкеповерхности.Операциисложения,тензорногоумноже-
ния,свертывания,перестановкииндексов,симметрирования
иальтернированиядлятакихполейопределяютсяточнотак
же,какидляполейвпространствеE(см.вторуюглаву).
Сохраняютсяивсесвойстватакихопераций.

Замечаниеодифференцировании.Операцияковари-
антногодифференцированиятензорныхполейвпространстве
Eбылапервоначальноопределенавдекартовыхсистемахко-
ординат.Затемонабылараспространенанапроизвольные
криволинейныесистемыкоординат.Наповерхностях,какпра-
вило,декартовыхкоординатнесуществует.Поэтомувведение
операциидифференцированиядлявнутреннихтензорныхпо-
лейдолжнопроизводитьсянесколькоиначе.

§3.Метрическийтензоритензорплощади.

Выборпараметризацииu
1
,u

2
наповерхностиопределяет

касательныйреперE1,E2наэтойповерхности.Рассмотрим
скалярныепроизведениявекторовкасательногорепера

gij=(Ei|Ej).(3.1)

ОниобразуютматрицуГрамаgразмером2×2,котораясим-
метрична,невырожденаиположительноопределена.Поэтому

detg>0.(3.2)

Подстановка(2.6)в(3.1)показывает,чтопризаменесисте-
мыкоординатвеличины(3.1)преобразуютсякаккомпоненты
внутреннеготензорногополятипа(0,2).Тензорgскомпонен-
тами(3.1)называетсяметрическимтензоромнаповерхности.
Заметим,чтокомпонентыметрическоготензораопределяются
припомощискалярногопроизведениявовнешнемпростран-
ствеE.Поэтомуговорят,чтотензорноеполеgиндуцируется
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ватьформулу(5.11)кследующемувиду:

∇js+1A
i1...ir

j1...js=
r∑

m=1

3∑

vm=1

(

3∑

pm=1

S
im

pm

∂T
pm

vm

∂ujs+1

)

A
i1...vm...ir

j1...js+

+
s∑

n=1

3∑

wn=1

(

3∑

qn=1

T
qn

jn

∂S
wn

qn

∂ujs+1

)

A
i1...ir

j1...wn...js+
∂A

i1...ir

j1...js

∂ujs+1
.

Формулы(5.5)и(5.10)позволяютзаменитьсуммывскоб-
кахнасимволыКристоффеля.Окончательноформула(5.11)
можетбытьпреобразованакследующемувиду:

∇js+1A
i1...ir

j1...js=
∂A

i1...ir

j1...js

∂ujs+1+

+
r∑

m=1

3∑

vm=1

Γ
im

js+1vmA
i1...vm...ir

j1...js−

−
s∑

n=1

3∑

wn=1

Γ
wn

js+1jnA
i1...ir

j1...wn...js.

(5.12)

Формула(5.12)представляетсобойправилоковариантного
дифференцированиятензорногополятипа(r,s)вкриволи-
нейнойсистемекоординат.Егоможнопрокомментировать
так:ковариантнаяпроизводная∇js+1получаетсяизчастной
производнойпоujs+1добавлениемr+sслагаемых—поодно-
мунакаждыйизиндексоввкомпонентахполяA.Слагаемые,
отвечающиеверхниминдексам,входятсознакомплюс,те
же,чтоотвечаютнижниминдексам,входятсознакомми-
нус.Каждыйизверхнихиндексовimикаждыйизнижних
индексовjnпоочередиперемещаетсявсимволКристоффе-
ля,анаихместопишетсяиндекссуммированияvmлибо
wn.Индексjs+1,добавляемыйврезультатековариантно-
годифференцирования,всегдазаписываетсяпервымнижним
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индексомвсимволеКристоффеля.Положениеиндексовсум-
мированияvmиwnвсимволахКристоффелядополняетих
положениевкомпонентахполяA,так,чтообразуетсяпа-
раиндексов—верхнийинижний.Несмотрянанекоторую
громоздкостьформулы(5.12),мынадеемся,чтоизложенная
закономерностьпозволитлегковоспроизводитьееприлюбых
обозначенияхдляиндексов.

§6.Преобразованиекомпонент
связностипризаменесистемыкоординат.

Привыводеформулыдляковариантногодифференциро-
ваниятензорныхполейвкриволинейныхкоординатах,мы
обнаружилиновыйтипиндексныхобъектов—этосимволы
Кристоффеля.ВеличиныΓ

k
ijнумеруютсяоднимверхними

двумянижнимииндексами,ихзначенияопределяютсялишь
выборомсистемыкоординат.Однако,онинеявляютсяком-
понентамитензорногополятипа(1,2).ЗначениявсехΓ

k
ijв

декартовойсистемекоординатравнынулютождественно(это
вытекаетизсравнения(5.12)сформулой(5.1)извторойгла-
вы).Нотензорноеполе,имеющеечистонулевыекомпоненты
воднойсистемекоординат,неможетиметьненулевыхкомпо-
нентвлюбойдругойсистемекоординат.СимволыКристоф-
феляΓ

k
ij—этокомпонентыгеометрическогообъекта,который

называютполемсвязностиилипростосвязностью.

Теорема6.1.Пустьu
1
,u

2
,u

3
иũ

1
,ũ

2
,ũ

3
двесистемыко-

ординатвобластиD⊂E.Тогдакомпонентысвязностивэтих
двухсистемахкоординатсвязанысоотношением:

Γ
k
ij=

3∑

m=1

3∑

p=1

3∑

q=1

S
k
mT

p
iT

q
jΓ̃

m
pq+

3∑

m=1

S
k
m

∂T
m
i

∂uj,(6.1)

гдематрицыпереходаSиTопределяютсясоотношением(3.7).
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§2.ЗАМЕНАКРИВОЛИНЕЙНЫХКООРДИНАТ...127

Преобразования(2.2)исвязанныеснимиматрицыпере-
ходаSиTиспользуютсядляпостроениятеориитензорови
тензорныхполей,аналогичнойтой,чтомырассматриваливо
второйитретьейглавах.Приэтомнадоучестьлишьотличие
вразмерности—это2вместо3.Тензорыитензорныеполя,
припостроениикоторыхиспользуютсяпреобразования(2.2)и
матрицыперехода(2.7),называютсявнутреннимитензорами
итензорнымиполяминаповерхности.

F
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsF̃
p1...pr

q1...qs.(2.8)

Определение2.1.Внутреннимтензоромтипа(r,s)напо-
верхностиназываетсягеометрическийобъектF,компоненты
котороговпроизвольнойкриволинейнойсистемекоординатна
этойповерхностинумеруются(r+s)индексамиипризамене
системыкоординатпреобразуютсяпоправилу(2.8).

Формула(2.8)отличаетсяотсоответствующейформулы
(1.6)вовторойглавелишьдиапазономизмененияиндексов.
Каждыйиндексздесьпробегаетровнодвазначенияот1до
2.Добавивзнаковыймножитель(−1)

S
=sign(detS)=±1в

формулу(2.8),мыполучимопределениепсевдотензора.

F
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

(−1)
S
S

i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsF̃
p1...pr

q1...qs,(2.9)

Определение2.2.Внутреннимпсевдотензоромтипа(r,s)
наповерхностиназываетсягеометрическийобъектF,компо-
нентыкотороговпроизвольнойкриволинейнойсистемекоор-
динатнаэтойповерхностинумеруются(r+s)индексамиипри
заменесистемыкоординатпреобразуютсяпоправилу(2.9).

Внутренниетензорныеипсевдотензорныеполяполучаются
заданиемвнутреннеготензораилипсевдотензоравкаждой
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подстановкойсоответствующихфункцийпереходаиз(2.2)в
аргументыфункцииr(u

1
,u

2
):

r(ũ
1
,ũ

2
)=r(u

1
(ũ

1
,ũ

2
),u

2
(ũ

1
,ũ

2
)).(2.5)

Продифференцируемсоотношение(2.5)попеременнойũ
j
,уч-

темприэтомправилодифференцированиясложнойфункции
иформулу(1.10)длявекторовкасательногорепера:

Ẽj=
∂r
∂ũj=

2∑

i=1

∂r
∂ui·

∂u
i

∂ũj=
2∑

i=1

∂u
i

∂ũj·Ei.

Дифференцируяфункциюr(u
1
,u

2
)=r(ũ

1
(u

1
,u

2
),ũ

2
(u

1
,u

2
)),

выводиманалогичноесоотношение

Ei=
∂r
∂ui=

2∑

k=1

∂r
∂ũk·

∂ũ
k

∂ui=
2∑

i=1

∂ũ
k

∂ui·Ẽk,

выражающеевектораE1,E2черезвектораẼ1,Ẽ2.Ясно,что
полученныесоотношениязадаютпрямойиобратныйпереход
изодногореперавдругой.Запишемихвформе

Ẽj=
2∑

i=1

S
i
j·Ei,Ei=

2∑

k=1

T
k
i·Ẽk,(2.6)

гдекомпонентыматрицSиTопределяютсяформулами:

S
i
j(ũ

1
,ũ

2
)=

∂u
i

∂ũj,T
k
i(u

1
,u

2
)=

∂ũ
k

∂ui.(2.7)

Из(2.7)видим,чтоматрицыпереходаSиT—этоматри-
цыЯкобиотображений,заданныхфункциямиперехода(2.2).
Ониневырожденыиявляютсяобратнымидругдлядруга.
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Замечаниеогладкости.Наличиепроизводныхоткомпо-
нентматрицыпереходаTв(6.1)иформулы(3.7),вкоторых
компонентыTопределяютсякакпроизводныеотфункцийпе-
рехода(3.5),показывают,чтокомпонентысвязностикоррект-
ноопределятьлишьвсистемахкоординатклассагладкости
ненижеC

2
.Этожевидноиизформул(5.5)дляΓ

i
jp.

Док-во.Длядоказательстватеоремы6.1применимфор-
мулу(5.9).ЗапишемеедлярепераE1,E2,E3,затемприменим
формулу(3.6)длявыраженияEjчерезẼ1,Ẽ2иẼ3:

3∑

k=1

Γ
k
ijEk=

∂Ẽj

∂ui=
3∑

m=1

∂

∂ui

(

T
m
jẼm

)

.(6.2)

ВыполнивдифференцированиепоправилуЛейбницавправой
части(6.2)мыполучимдваслагаемых:

3∑

k=1

Γ
k
ijEk=

3∑

m=1

∂T
m
j

∂uiẼm+
3∑

q=1

T
q
j

∂Ẽq

∂ui.(6.3)

Впервомслагаемомвправойчасти(6.3)выразимẼmче-
резвектораE1,E2иE3,авовторомслагаемомзаменим
дифференцированиепоu

i
черезпроизводныепопеременным

ũ
1
,ũ

2
,ũ

3
поправилудифференцированиясложнойфункции:

3∑

k=1

Γ
k
ijEk=

3∑

k=1

3∑

m=1

S
k
m

∂T
m
j

∂uiEk+
3∑

q=1

3∑

p=1

T
q
j

∂ũ
p

∂ui

∂Ẽq

∂ũp.

Заменимпроизводные∂ũ
p
/∂u

i
наT

p
iвсилуформулы(3.7)и

применимсоотношение(5.9)ещеразвформе:

∂Ẽq

∂ũp=
3∑

m=1

Γ̃
m
pqẼm.
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Врезультатеполученноевыражениепреобразуетсяквиду:

3∑

k=1

Γ
k
ijEk=

3∑

k=1

3∑

m=1

S
k
m

∂T
m
j

∂uiEk+
3∑

q=1

3∑

p=1

3∑

m=1

T
p
iT

q
jΓ̃

m
pqẼm.

ОстаетсялишьвыразитьвекторẼmчерезвекторарепера
E1,E2,E3ипривестиподобныеслагаемые:

3∑

k=1

(

Γ
k
ij−

3∑

m=1

3∑

q=1

3∑

p=1

S
k
mT

p
iT

q
jΓ̃

m
pq−

3∑

m=1

S
k
m

∂T
m
j

∂ui

)

Ek=0.

ВвидулинейнойнезависимостивектороврепераE1,E2,E3вы-
ражениевскобкахдолжнозанулиться.Этовточностиэквива-
лентносоотношению(6.1),котороетребовалосьдоказать.�

§7.Согласованностьметрикиисвязности.Еще
однаформуладлясимволовКристоффеля.

Рассмотримметрическийтензорg.Ковариантныйдиффе-
ренциал∇gполяgравеннулю(см.формулы(6.7)извторой
главы).Этосвязаностем,чтовлюбойдекартовойсистеме
координатx

1
,x

2
,x

3
вEкомпонентыgijметрическоготензора

независятотx
1
,x

2
,x

3
.Вкриволинейнойсистемекоординат

компонентыметрическоготензораgij(u
1
,u

2
,u

3
)уженеявля-

ютсяконстантами.Норавенствонулютензора∇gозначает
занулениевсехегокомпонентвлюбойсистемекоординат:

∇kgij=0.(7.1)

Соотношение(7.1)известнокакусловиесогласованностимет-

рикиисвязности.Сучетомформулы(5.12)этоусловие
согласованностиможнопереписатьтак:

gij

∂uk−
3∑

r=1

Γ
r
kigrj−

3∑

r=1

Γ
r
kjgir=0.(7.2)
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условие(1.5)ивнекоторойокрестностиполученнойточки
существовалоотображение(1.7),обратноедля(1.6).Отобра-
жение(1.7)непрерывнодифференцируемо.

Существованиевторойкриволинейнойсистемыкоординатв
Dопределяетещеоднупаруфункцийтипа(1.6):

{

x
1

=x
1
(ũ

1
,ũ

2
),

x
2

=x
2
(ũ

1
,ũ

2
).

(2.3)

Этодвеизтрехфункций,задающихотображениеũ
−1

вформе
(1.2).Афункцииu

1
=u

1
(ũ

1
,ũ

2
)иu

2
=u

2
(ũ

1
,ũ

2
),определя-

ющиеотображениеu◦ũ−1
вформе(2.2),получаютсяподста-

новкой(2.3)варгументы(1.7).

{

u
1

=u
1
(x

1
(ũ

1
,ũ

2
),x

2
(ũ

1
,ũ

2
)),

u
2

=u
2
(x

1
(ũ

1
,ũ

2
),x

2
(ũ

1
,ũ

2
)).

(2.4)

Композициинепрерывнодифференцируемыхфункций(2.4)
непрерывнодифференцируемы.Этозавершаетдоказатель-
ствотеоремы.�

Функции(2.2),непрерывнуюдифференцируемостькоторых
мыдоказали,осуществляютпреобразованиеилизаменукриво-
линейныхкоординатнаповерхности.Онианалогичныфунк-
циям(3.5),которыемырассматриваливтретьейглаве.

Замечаниеогладкости.Еслифункции(1.2)принадле-
жатклассугладкостиC

m
дляобеихкриволинейныхсистем

координатu
1
,u

2
иũ

1
,ũ

2
,тофункцииперехода(2.2)также

принадлежатклассугладкостиC
m

.
Пустьr(u

1
,u

2
)иr(ũ

1
,ũ

2
)—двевектор-функциииз(1.2)

длядвухкриволинейныхсистемкоординатвD.Онизадают
отображенияu

−1
иũ

−1
,действующиеизкартUиŨвD.Но

ũ
−1

=u
−1◦(u◦ũ−1

).Поэтомуфункцияr(ũ
1
,ũ

2
)получается
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Всилу(1.15)векторτестьлинейнаякомбинациявекторов
касательногорепераE1иE2.Значит,есликриваяγцеликом
лежитнаповерхности,тоеекасательныйвекторлежитв
касательнойплоскостикповерхности,апроизводныефункций
(1.14)—этокоординатывектораτврепереE1иE2.

§2.Заменакриволинейных
координатнаповерхности.

РассмотримдварегулярныхфрагментаD1иD2нанекото-
ройповерхности,накаждомизкоторыхзаданасвоякриволи-
нейнаясистемакоординат.ПустьихпересечениеD=D1∩D2

непусто.ТогдавDзаданодвекриволинейныесистемыu
1
,u

2

иũ
1
,ũ

2
.ОбозначимчерезUиŨобразыобластиDприсоот-

ветствующихкартирующихотображениях(см.рисунок3.1в
третьейглаве).Биективностькартирующихотображений(см.
определение1.2)позволяетпостроитьдваотображения:

ũ◦u
−1

:U→Ũ,u◦ũ
−1

:Ũ→U.(2.1)

Отображенияũ◦u
−1

иu◦ũ−1
в(2.1)биективны,ихможно

представитьследующимипарамифункций:

{

ũ
1

=ũ
1
(u

1
,u

2
),

ũ
2

=ũ
2
(u

1
,u

2
).

{

u
1

=u
1
(ũ

1
,ũ

2
),

u
2

=u
2
(ũ

1
,ũ

2
).

(2.2)

Теорема2.1.Функции(2.2),представляющиеотображе-
нияũ◦u

−1
иu◦ũ−1

,непрерывнодифференцируемы.

Док-во.Докажемнепрерывнуюдифференцируемостьвто-
ройпарыфункций(2.2).Дляпервойпарыфункцийдоказа-
тельствоаналогично.ВыберемнекоторуюточкувкартеUи
отобразимеенаD.Подберемподходящуюдекартовусисте-
мукоординатвпространствеEтак,чтобыбыловыполнено

§7.СОГЛАСОВАННОСТЬМЕТРИКИИСВЯЗНОСТИ.101

Формула(7.2)устанавливаетсвязькомпонентсвязностиΓ
k
ij

скомпонентамиметрическоготензораgij.Такаясвязьпоз-
воляетнаходитьΓ

k
ijпоизвестнымкомпонентамметрического

тензораприучетеследующеговажногосвойствакомпонент
связности(5.5).

Теорема7.1.Связность,задаваемаяформулой(5.5),яв-
ляетсясимметричной,тоестьΓ

k
ij=Γ

k
ji.

Док-во.Соединимформулы(5.2)и(5.5).Длякомпонент
связностиΓ

k
ijэтодает:

Γ
k
ij(u)=

3∑

q=1

S
k
q

∂T
q
j(u)

∂ui=
3∑

q=1

S
k
q

∂
2
x̃

q

∂uj∂ui.(7.3)

ДляфункцийклассаC
2

вторыесмешанныечастныепроиз-
водныенезависятотпорядкадифференцирования:

∂
2
x̃

q

∂uj∂ui=
∂

2
x̃

q

∂ui∂uj.

ЭтодоказываетсимметричностьсимволовКристоффеля,вы-
численныхпоформуле(7.3).Теоремадоказана.�

Теперь,возвращаясьобратнокформуле(7.2),связывающей
Γ

k
ijиgij,введемследующиеобозначения:

Γijk=
3∑

r=1

Γ
r
ijgkr.(7.4)

ВеличиныΓijkв(7.4)получаютсяизΓ
k
ijврезультатепроце-

дурыопусканияверхнегоиндекса,описаннойвовторойглаве.
Обратно,величиныΓ

k
ijполучаютсяизΓijkпоформуле:

Γ
k
ij=

3∑

r=1

g
kr

Γijr.(7.5)
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ИзсимметричностиΓ
k
ijвытекаетсимметричностьвеличинΓijk

из(7.4)попареиндексовiиj,тоестьΓijk=Γjik.Исполь-
зуяобозначения(7.4)исимметричностьметрическоготензора
соотношение(7.2)можнопереписатьтак:

∂gij

∂uk−Γkij−Γkji=0.(7.6)

Дополним(7.6)ещедвумяточнотакимижесоотношениями,
произведявформуле(7.6)циклическуюперестановкуиндек-
совi→j→k→iдвараза.Витогеполучим

∂gij

∂uk−Γkij−Γkji=0.

∂gjk

∂ui−Γijk−Γikj=0.

∂gki

∂uj−Γjki−Γjik=0.

(7.7)

Сложимдвапоследнихсоотношения(7.7)ивычтемизних
первоесоотношение(7.7).УчетсимметричностиΓijkпопер-
войпареиндексовприэтомдает

∂gjk

∂ui+
∂gki

∂uj−
∂gij

∂uk−2Γijk=0.

ПолученноесоотношениепозволяетвыразитьΓijkчерезпро-
изводныекомпонентметрическоготензораиподставитьэто
выражениевформулу(7.5),чтодает:

Γ
k
ij=

1
2

3∑

r=1

g
kr

(

∂grj

∂ui+
∂gir

∂uj−
∂gij

∂ur

)

.(7.8)

Соотношение(7.8)этоещеоднаформуладлясимволовКри-
стоффеляΓ

k
ij,вытекающаяизихсимметричностииизусло-

виясогласованностиметрикиисвязности.Важнымпреиму-
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Заметим,чтовектор-столбцы(1.13)совпадаютсостолбцамив
матрицеЯкоби(1.3).Ноизусловиярегулярности(см.опре-
деление1.1)вытекаетлинейнаянезависимостьдвухстолбцов
матрицыЯкоби(1.3).Врезультатеприведенныхрассуждений
мыдоказалиследующееутверждение.

Теорема1.1.КасательныевектораE1иE2линейнонеза-
висимывкаждойточкеповерхности,всилучего,ониформи-
руютреперизкасательныхвекторныхполейвD.

ВекторарепераE1иE2,прикрепленныевнекоторойточке,
определяюткасательнуюплоскостькповерхностиDвэтой
точке.Любойкасательныйвекторкповерхностивэтойточке
лежитвкасательнойплоскостиираскладываетсяповекто-
рамE1иE2.Рассмотримнекоторуюпроизвольнуюкривуюγ,
целикомлежащуюнаповерхности(см.рисунки1.1и1.2).В
параметрическойформетакаякиваязадаетсядвумяфункци-
ямипараметраt,задающимиточкикривой:

{

u
1

=u
1
(t),

u
2

=u
2
(t).

(1.14)

Подставив(1.14)в(1.11)либов(1.2),мынайдемрадиус-
векторточеккривойвовспомогательнойдекартовойсистеме
координат:r(t)=r(u

1
(t),u

2
(t)).Продифференцируемr(t)по

tинайдемкасательныйвекторккривой(1.14):

τ(t)=
dr
dt

=
2∑

i=1

∂r
∂ui·

du
i

dt
.

Сравнивполученноевыражениес(1.10),дляτполучаем:

τ(t)=
2∑

i=1

u̇
i
·Ei.(1.15)
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Формула(1.10)определяетпарукасательныхвекторовE1и

E2,прикрепленныхккаждойточкеповерхностиD.
Вектор-функцияr(u

1
,u

2
),задающаяотображение(1.2),мо-

жетбытьзаписанаввидеразложения

r(u
1
,u

2
)=

3∑

q=1

x
q
(u

1
,u

2
)·eq.(1.11)

Подстановка(1.11)в(1.10)позволяетвыразитькасательные
вектораE1иE2черезбазисныевектораe1,e2,e3вспомога-
тельнойдекартовойсистемыкоординат:

Ei(u
1
,u

2
)=

3∑

q=1

∂x
q
(u

1
,u

2
)

∂ui·eq.(1.12)

Рассмотримвектор-столбцы,составленныеиздекартовыхко-
ординаткасательныхвекторовE1иE2:

E1=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂x
1
/∂u

1

∂x
2
/∂u

1

∂x
3
/∂u

1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,E2=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂x
1
/∂u

2

∂x
2
/∂u

2

∂x
3
/∂u

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(1.13)

§8.ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙПЕРЕНОС.103

ществомформулы(7.8)передформулой(5.5)состоитвтом,
чтоееиспользованиенетребуетвыборавспомогательнойде-
картовойсистемыкоординат.Вотличиежеотформулы(5.9)
здесьненадоработатьсвектор-функциямиEi(u

1
,u

2
,u

3
).Все

вычисленияпоформуле(7.8)производятсяврамкаходной
криволинейнойсистемыкоординат,еслиизвестныкомпонен-
тыметрическоготензоравэтойсистемекоординат.

§8.Параллельныйперенос.Уравнение
прямойвкриволинейныхкоординатах.

Пустьa—некоторыйненулевойвектор,прикрепленныйк
точкеAвпространствеE.Вевклидовомпространствеимеет-

сяпроцедурапараллельногопере-
носа,позволяющаяперенестиэтот
векторвточкуB.Этапроцедура
неменяетнивеличины,нинаправ-
лениявектораa.Наиболеепросто
процедурапараллельногоперено-
саописываетсявдекартовыхко-
ординатах:исходныйвекторaв
точкеAиперенесенныйвекторa
вточкеBимеютодинаковыеко-
ординаты.Вкриволинейнойже
системекоординатвекторарепера

вточкеAивекторареперавточкеBзадаютразличные
базисы.Поэтому,компонентывектораaвразложениях

a=a
1
(A)·E1(A)+a

2
(A)·E2(A)+a

3
(A)·E3(A),

a=a
1
(B)·E1(B)+a

2
(B)·E2(B)+a

3
(B)·E3(B)

(8.1)

будутразличаться.ЕслиточкиAиBблизкидругкдругу,то
тройкивекторовE1(A),E2(A),E3(A)иE1(B),E2(B),E3(B)
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малоотличаютсядруготдруга.Поэтомукомпонентывекто-
раaвразложениях(8.1)такжебудутмалоотличатьсядруг
отдруга.Эторассуждениепоказывает,чтовкриволиней-
ныхкоординатахпараллельныйпереносудобнопроизводить
постепенно:сначаласовместитьточкуBсточкойA,азатем
медленноперемещатьеевнужноеположение,постоянноследя
закомпонентамивектораaвовторомразложении(8.1).Про-
щевсегоэтуидеюреализовать,еслисоединитьточкиAиB
отрезкомпараметрическойкривой:r=r(t),гдеt—параметр,
принадлежащийотрезку[0,1]начисловойоси.Вкриволи-
нейнойсистемекоординатпараметрическаякриваязадается
тремяфункциямиu

1
(t),u

2
(t)иu

3
(t),которыедлякаждого

значенияt∈[0,1]задаюткоординатыu
1
,u

2
,u

3
соответствую-

щейточкинакривой.

Теорема8.1.Дляпараметрическойкривой,котораязада-
нафункциямиu

1
(t),u

2
(t)иu

3
(t)внекоторойкриволинейной

системекоординат,компонентыкасательноговектораτ(t)в
репереэтойкриволинейнойсистемыкоординатопределяются
производнымиu̇

1
(t),u̇

2
(t)иu̇

3
(t).

Док-во.Криволинейныекоординатыu
1
,u

2
,u

3
задаютпо-

ложениеточкивпространствепосредствомвектор-функции
r=r(u

1
,u

2
,u

3
),гдеr—радиус-векторточкивнекоторой

вспомогательнойдекартовойсистемекоординат(см.формулы
(2.4)и(2.5)).Поэтомувекторно-параметрическоеуравнение
кривойопределяетсятак:

r=r(u
1
(t),u

2
(t),u

3
(t)).(8.2)

Продифференцируемфункциюr(t)в(8.2)поправилудиффе-
ренцированиясложнойфункции:

τ(t)=
dr
dt

=
3∑

j=1

∂r
∂uj·u̇

j
(t).(8.3)
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онеявныхфункциях(см.[2],см.такжетеорему2.1в
третьейглаве).Подставимu

1
иu

2
из(1.7)варгументы

третьейфункцииx
3
(u

1
,u

2
),задающейотображение(1.2).Это

определяетфункциюF(x
1
,x

2
)=x

3
(u

1
(x

2
,x

2
),u

2
(x

2
,x

2
)),и

каждыйрегулярныйфрагментповерхностиможнолокально
(вокрестностикаждойеготочки)задатьвформеграфика
непрерывнодифференцируемойфункциидвухпеременных:

x
3

=F(x
1
,x

2
).(1.8)

Замечаниеобособыхточках.Отказотусловиярегуляр-
ностивопределении1.2можетпривестикпоявлениюособых
точекнаповерхности.Вкачествепримераможнорассмотрим
двеповерхности,задаваемыегладкимифункциями:











x
1

=(u
1
)
3
,

x
2

=(u
2
)
3
,

x
3

=(u
1
)
2
+(u

2
)
2
,











x
1

=(u
1
)
3
,

x
2

=(u
2
)
3
,

x
3

=(u
1
)
4
+(u

2
)
4
.

(1.9)

Вобоихслучаяхусловиерегулярностипараметризациина-
рушаетсяприu

1
=u

2
=0.Врезультатеэтогоупервой

поверхности(1.9)имеетсяособаяточкавначалекоординат,а
втораяповерхностьособыхточекнеимеет.

ВыделениерегулярногофрагментаDнаповерхностииза-
даниекартирующегоотображенияu

−1
:U→Dможнорас-

сматриватькаквведениекриволинейнойсистемыкоординат
наповерхности.Условияu

1
=constиu

2
=constвыделяют

двасемействакоординатныхпрямыхвплоскостипараметров
u

1
,u

2
.ОниобразуюткоординатнуюсеткувкартеU.Отобра-

жение(1.2)переводитеевкоординатнуюсеткунаповерхности
D(смрисунки1.1и1.2ниже).Рассмотримкасательныевек-
торыккривымкоординатнойсеткинаD:

Ei(u
1
,u

2
)=

∂r(u
1
,u

2
)

∂ui.(1.10)
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МатрицаЯкоби(1.3)имееттриминорапорядка2.Это
следующиедетерминантыматрицразмера2×2:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
1

∂u1

∂x
1

∂u2

∂x
2

∂u1

∂x
2

∂u2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
2

∂u1

∂x
2

∂u2

∂x
3

∂u1

∂x
3

∂u2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
3

∂u1

∂x
3

∂u2

∂x
1

∂u1

∂x
1

∂u2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.(1.4)

Вслучаерегулярностиотображения(1.2),покрайнеймере,
одинизопределителей(1.4)отличенотнуля.Засчетпе-
рестановкидекартовыхкоординатx

1
,x

2
,x

3
мывсегдаможем

добитьсятого,чтобудетотличенотнуляпервыйдетерминант:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
1

∂u1

∂x
1

∂u2

∂x
2

∂u1

∂x
2

∂u2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6=0(1.5)

Вэтомслучаерассмотримпервыедвефункцииx
1
(u

2
,u

2
)и

x
2
(u

2
,u

2
)из(1.2)какотображение,записавихтак:

{

x
1

=x
1
(u

1
,u

2
),

x
2

=x
2
(u

1
,u

2
).

(1.6)

Привыполненииусловия(1.5)отображение(1.6)локальнооб-
ратимо.Послесужения(1.6)нанекоторуюдостаточномалую
окрестностьпроизвольнойнапередзаданнойточкиможнопо-
строитьдвенепрерывнодифференцируемыефункции:

{

u
1

=u
1
(x

1
,x

2
),

u
2

=u
2
(x

1
,x

2
),

(1.7)

реализующиеобратноеотображениедля(1.6).Этотфакт
хорошоизвестен,онсоставляетодинизвариантовтеоремы
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Новсилуформулы(2.7)частныепроизводныев(8.3)совпа-
даютсвекторамиреперакриволинейнойсистемыкоординат.
Поэтомусамуформулу(8.3)можнопереписатьввиде

τ(t)=
3∑

j=1

u̇
j
(t)·Ej(u

1
(t),u

2
(t),u

3
(t)).(8.4)

Ноэтоиестьискомоеразложениекасательноговекторапо
векторамреперакриволинейнойсистемыкоординат.Компо-
нентывектораτ(t)вразложении(8.4)совпадаютспроизвод-
нымиu̇

1
(t),u̇

2
(t)иu̇

3
(t).Теоремадоказана.�

Пустьвекторaразнесенпараллельнымпереносомвовсе
точкикривой,соединяющейточкиAиB(см.рисунок8.1).
Тогдадлянегоможнозаписатьразложение

a=
3∑

i=1

a
i
(t)·Ei(u

1
(t),u

2
(t),u

3
(t)),(8.5)

аналогичноеразложению(8.4).Продифференцируемсоотно-
шение(8.5)иприэтомучтем,чтоa=const:

0=
da
dt

=
3∑

i=1

ȧ
i
·Ei+

3∑

i=1

3∑

j=1

a
i∂Ei

∂uju̇
j
.

Теперьвоспользуемсяформулой(5.9)длядифференцирова-
ниявекторовреперакриволинейнойсистемыкоординат.Это
позволяетпреобразоватьполученноесоотношениеквиду:

3∑

i=1

(

ȧ
i
+

3∑

j=1

3∑

k=1

Γ
i
jku̇

j
a

k

)

·Ei=0.
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ОтсюдавсилулинейнойнезависимостиE1,E2,E3получаем:

ȧ
i
+

3∑

j=1

3∑

k=1

Γ
i
jku̇

j
a

k
=0.(8.6)

Уравнение(8.6)называетсядифференциальнымуравнением

параллельногопереносавектороввдолькривых.Поотноше-
ниюккомпонентамвектораa—этосистематрехлинейных
дифференциальныхуравненийпервогопорядкаспеременны-
микоэффициентами.Длятого,чтобыфактическивыполнить
параллельныйпереносвектораaизточкиAвточкуBв
криволинейныхкоординатах,надорешитьзадачуКошидля
уравнений(8.6),задавначальныезначениякомпонентвектора
aвточкеAприt=0.

Процедурапараллельногоперенесениявекторовприводит
наскситуации,когдаккаждойточкекривойвEприкреплен
некоторыйвектор.Такаяжеситуациявозникаетприрас-
смотрениивекторовτ,nиb,составляющихреперФрене(см.
первуюглаву).Обобщаятакуюситуацию,можнорассмот-
ретьсемействотензоровтипа(r,s),прикрепленныхккаждой
точкенекоторойкривой.Заданиетакогосемействатензоров
отличаетсяотзаданиятензорногополявE,ибодлязада-
ниятензорногополямыдолжныприкрепитьтензорккаждой
точкепространства,анетолькокточкамкривой.Вслу-
чае,когдатензорытипа(r,s)заданылишьвточкахкривой,
мыбудемговоритьотензорномполетипа(r,s)накривой.
ДлязаписитакоготензорногополяAвкомпонентахмымо-
жемиспользоватьреперE1,E2,E3некоторойкриволинейной
системыкоординат,заданнойвнекоторойокрестноститочек
кривой.Приэтоммыполучимнаборфункций

A
i1...ir

j1...js=A
i1...ir

j1...js(t).(8.7)

Призаменеоднойкриволинейнойсистемыкоординатнадру-
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Формула(1.2)выражаетрадиус-векторточекповерхностив
некоторойдекартовойсистемекоординаткакфункциюдвух
параметровu

1
,u

2
.Обычновпараметрическойформезадают

лишьнекоторыйфрагментповерхности.Поэтому,рассматри-
ваяпаручисел(u

1
,u

2
)какточкуизR

2
,мыможемсчитать,

чтоточка(u
1
,u

2
)пробегаетнекоторуюобластьU⊂R

2
.Обо-

значимчерезDобразобластиUприотображении(1.2).Тогда
D—этокартируемыйфрагментповерхности,U—этокарта,
аотображение(1.2)проектируеткартуUнаD.

КлассгладкостиповерхностиDопределяетсягладкостью
функцийx

1
(u

1
,u

2
),x

2
(u

1
,u

2
)иx

3
(u

1
,u

2
)в(1.2).Вдальней-

шеммыбудемрассматриватьлишьповерхности,длякоторых
этифункции,какминимум,непрерывнодифференцируемы.
ТогдаизихпроизводныхможноорганизоватьматрицуЯкоби:

I=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂x
1

∂u1

∂x
1

∂u2

∂x
2

∂u1

∂x
2

∂u2

∂x
3

∂u1

∂x
3

∂u2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(1.3)

Определение1.1.Непрерывнодифференцируемоеото-
бражение(1.2)называетсярегулярнымвточке(u

1
,u

2
),если

матрицаЯкоби(1.3),вычисленнаявэтойточке,имеетранг2.

Определение1.2.МножествоDназываетсярегулярным
фрагментомнепрерывнодифференцируемойповерхности,ес-
лизаданокартирующееотображениеu:D→UизDв
некоторуюобластьU⊂R

2
ивыполненыследующиеусловия:

(1)картирующееотображениеu:D→Uбиективно;
(2)обратноеотображениеu

−1
:U→D,задаваемоетре-

мянепрерывнодифференцируемымифункциями(1.2),
регулярнововсехточкахобластиU.
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ГЛАВАIV

ГЕОМЕТРИЯПОВЕРХНОСТЕЙ.

§1.Параметрическоезаданиеповерхностей.
Криволинейныекоординатынаповерхности.

Поверхность—этодвумернопротяженныйгеометрический
объект.Существуетнесколькоспособовдляколичественного
(математического)выраженияэтогофактадвумерностипо-
верхностей.ВтрехмерномевклидовомпространствеEвыбор
произвольнойточкиимееттристепенипроизвола:точказа-
даетсятремякоординатами.Длятого,чтобыуменьшитьэтот
произвол,свяжемтрикоординатыточкиуравнением:

F(x
1
,x

2
,x

3
)=0.(1.1)

Тогдавыбордвухкоординатопределяетвыбортретьей.Это
заданиеповерхностиееуравнениемвнекоторойсистемеко-
ординат(дляудобстваможновыбратьдекартовусистемуко-
ординат).Стакимспособомзаданияповерхностеймыуже
встречались(см.формулу(1.2)впервойглаве)призадании
кривойкакпересечениядвухповерхностей.

Другойспособзаданияповерхности—параметрический.
Вотличиеоткривых,поверхностипараметризуютсядвумя
параметрами.Обозначимихчерезu

1
иu

2
:

r=r(u
1
,u

2
)=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x
1
(u

1
,u

2
)

x
2
(u

1
,u

2
)

x
3
(u

1
,u

2
)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(1.2)
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гуювеличины(8.7)преобразуютсяпоизвестномуправилу

A
i1...ir

j1...js(t)=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1(t)...S

ir

pr(t)×

×T
q1

j1(t)...T
qs

js(t)Ã
p1...pr

q1...qs(t),

(8.8)

гдеS(t)иT(t)—значенияматрицпереходавточкахкривой:

S(t)=S(ũ
1
(t),ũ

2
(t),ũ

3
(t)),

T(t)=T(u
1
(t),u

2
(t),u

3
(t)).

(8.9)

ДлядифференцированияполяAнакривоймынеможем
использоватьформулу(5.12),посколькуединственнымаргу-
ментом,откоторогозависятфункции(8.7),являетсяпараметр
t.Модифицируемформулу(5.12)следующимобразом:

∇tA
i1...ir

j1...js=
dA

i1...ir

j1...js

dt
+

+
r∑

m=1

3∑

q=1

3∑

vm=1

Γ
im

qvmu̇
q
A

i1...vm...ir

j1...js−

−
s∑

n=1

3∑

q=1

3∑

wn=1

Γ
wn

qjnu̇
q
A

i1...ir

j1...wn...js.

(8.10)

Формула(8.10)выражаетправилоковариантногодифференци-

рованиятензорногополяAпопараметруtвдольпараметри-

ческойкривойвкриволинейныхкоординатахu
1
,u

2
,u

3
.Индекс

tрядомсозначком∇неестьдополнительныйиндекскакв
формуле(5.12).Онлишьобозначаетпеременную,покоторой
выполняетсядифференцирование.

Теорема8.2.Призаменекриволинейнойсистемыкоорди-
натu

1
,u

2
,u

3
наũ

1
,ũ

2
,ũ

3
величиныB

i1...ir

j1...js=∇tA
i1...ir

j1...js,вычис-

ленныепоформуле(8.10),преобразуютсяпоправилу(8.8)и
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задаюттензорноеполеB=∇tAтипа(r,s),называемоекова-

риантнойпроизводнойполяAпопараметруtвдолькривой.

Док-во.Доказательствоэтойтеоремыпроизводитсяпря-
мымвычислением.Начнемспервогослагаемоговформуле
(8.10).ВыразимкомпонентыA

i1...ir

j1...jsчерезкомпонентыпо-
ляAвдругойсистемекоординатпоформуле(8.8).При
вычислениипроизводныхdA

i1...ir

j1...js/dtэтоэквивалентнодиф-
ференцированиюпоtобеихчастейсоотношения(8.8):

dA
i1...ir

j1...js

dt
=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js

dÃ
p1...pr

q1...qs

dt
+

+
r∑

m=1

∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...Ṡ

im

pm...S
ir

prT
q1

j1...T
qs

jsÃ
p1...pr

q1...qs+

+
s∑

n=1

∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...Ṫ
qn

jn...T
qs

jsÃ
p1...pr

q1...qs.

(8.11)

ПривычисленияпроизводныхṠ
im

pmиṪ
qn

jnв(8.11)используем
то,чтоматрицыSиTявляютсяобратнымидругдлядруга:

Ṡ
im

pm=
3∑

k=1

3∑

vm=1

Ṡ
im

kT
k
vmS

vm

pm=
3∑

vm=1

3∑

k=1

d
(

S
im

kT
k
vm

)

dt
S

vm

pm−

−
3∑

vm=1

3∑

k=1

S
im

k

dT
k
vm

dt
S

vm

pm=−
3∑

vm=1

(

3∑

k=1

S
im

k

dT
k
vm

dt

)

S
vm

pm,

Ṫ
qn

jn=
3∑

k=1

3∑

wn=1

Ṫ
k
jnS

wn

kT
qn

wn=
3∑

wn=1

(

3∑

k=1

dT
k
jn

dt
S

wn

k

)

T
qn

wn.

Длядальнейшегопреобразованияполученныхформулдля
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Матрицыgдлявсехрассмотренныхвышесистемкоординат
диагональны.Такиекриволинейныесистемыкоординатназы-
ваютсяортогональными,авеличиныHi=√g

iiназываются
коэффициентамиЛамэортогональныхсистем.Отметим,что
ортонормированныхкриволинейныхсистемкоординатнебы-
вает.Всетакиесистемыобязательноявляютсядекартовыми,
чтовытекаетиз(7.8)и(5.9).
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Подстановка(9.16),(9.17)и(9.18)всоотношение(9.10)дает:

4ψ=
∂

2
ψ

∂ρ2+
2
ρ

∂ψ

∂ρ
+

1
ρ2

∂
2
ψ

∂ϑ2+

+
ctg(ϑ)
ρ2

∂ψ

∂ϑ
+

1

ρ2sin
2
(ϑ)

∂
2
ψ

∂ϕ2.

(9.19)

ПустьA—векторноеполескомпонентамиA
1
,A

2
иA

3
в

правоориентированныхсферическихкоординатах.Обозначим
F=rotA.ТогдадлякомпонентFимеем:

F
1

=sin(ϑ)
∂A

3

∂ϑ−
1

sin(ϑ)
∂A

2

∂ϕ
+2cos(ϑ)A

3
,

F
2

=
1

ρ2sin(ϑ)
∂A

1

∂ϕ−sin(ϑ)
∂A

3

∂ρ−
2sin(ϑ)

ρ
A

3
,

F
3

=
1

sin(ϑ)
∂A

2

∂ρ−
1

ρ2sin(ϑ)
∂A

1

∂ϑ
+

2
ρsin(ϑ)

A
2
.

(9.20)

Также,каки(9.13),формулы(9.20)можнозаписатьввиде
формальногодетерминанта:

rotA=
ρ
−2

sin(ϑ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

E1E2E3

∂

∂ρ

∂

∂ϑ

∂

∂ϕ

A
1

ρ
2
A

2
ρ
2
sin

2
(ϑ)A

3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.(9.21)

Формулы(9.5),(9.11)и(9.19)дляоператораЛапласаифор-
мулы(9.14)и(9.21)дляротораявляютсяосновнойцелью
проделанныхвычислений.Онидовольночастовстречаютсяв
прикладныхзадачахидажеиногдаприводятсявсправочни-
кахдляинженерныхрассчетов.
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Ṡ
im

pmиṪ
qn

jnвоспользуемсявторойформулойв(8.9):

Ṡ
im

pm=−
3∑

vm=1

(

3∑

k=1

3∑

q=1

S
im

k

∂T
k
vm

∂uqu̇
q

)

S
vm

pm,(8.12)

Ṫ
qn

jn=
3∑

wn=1

(

3∑

k=1

3∑

q=1

S
wn

k

∂T
k
jn

∂uqu̇
q

)

T
qn

wn.(8.13)

Подставим(8.12)и(8.13)в(8.11).Послеэтогоучетсоотно-
шения(8.8)позволяетвыполнитьсуммированияпоp1,...,pr

иq1,...,qsвовторомиивтретьемслагаемомв(8.11),что
преобразуетформулу(8.11)квиду:

dA
i1...ir

j1...js

dt
=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js

dÃ
p1...pr

q1...qs

dt−

−
r∑

m=1

3∑

q=1

3∑

vm=1

(

3∑

k=1

S
im

k

∂T
k
vm

∂uq

)

u̇
q
A

i1...vm...ir

j1...js+

+
s∑

n=1

3∑

q=1

3∑

wn=1

(

3∑

k=1

S
wn

k

∂T
k
jn

∂uq

)

u̇
q
A

i1...ir

j1...wn...js.

(8.14)

Второеитретьеслагаемыевформулах(8.10)и(8.14)имеют
сходноестроение.Этопозволяетпривестиподобныеслагае-
мыепослеподстановки(8.14)в(8.10).Вкачествекоэффици-
ентовврезультатеприведенияподобныхслагаемыхвыделя-
ютсяследующиедвавыражения:

Γ
im

qvm−
3∑

k=1

S
im

k

∂T
k
vm

∂uq,Γ
wn

qjn−
3∑

k=1

S
wn

k

∂T
k
jn

∂uq.
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Кэтимдвумвыражениямприменимформулу(6.1):

Γ
im

qvm−
3∑

k=1

S
im

k

∂T
k
vm

∂uq=
3∑

r=1

3∑

p=1

3∑

k=1

S
im

rΓ̃
r
pkT

p
qT

k
vm,

Γ
wn

qjn−
3∑

k=1

S
wn

k

∂T
k
jn

∂uq=
3∑

r=1

3∑

p=1

3∑

k=1

S
wn

rΓ̃
r
pkT

p
qT

k
jn.

(8.15)

Учтемсоотношения(8.15)приподстановке(8.14)в(8.10).Это
позволяетзаписатьсоотношение(8.10)вформе:

∇tA
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js

dÃ
p1...pr

q1...qs

dt
+

+
r∑

m=1

3∑

q=1

3∑

vm=1

3∑

pm=1

3∑

p=1

3∑

k=1

S
im

pmΓ̃
pm

pkT
p
qT

k
vmu̇

q
A

i1...vm...ir

j1...js−

−
s∑

n=1

3∑

q=1

3∑

wn=1

3∑

qn=1

3∑

p=1

3∑

k=1

S
wn

kΓ̃
k
pqnT

p
qT

qn

jnu̇
q
A

i1...ir

j1...wn...js.

Длядальнейшегопреобразованияполученнойформулывыра-
зимкомпонентыA

i1...vm...ir

j1...jsиA
i1...ir

j1...wn...jsполяAчерезкомпо-
нентыэтогожеполявдругойсистемекоординатпоформуле
(8.8).Крометого,учтем,чтоT

p
qu̇

q
послесуммированияпоq

переходитв˙̃up
.Этодает:

∇tA
i1...ir

j1...js=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js×

×
(

dÃ
p1...pr

q1...qs

dt
+

r∑

m=1

3∑

p=1

3∑

vm=1

Γ̃
pm

pvm

˙̃up
Ã

p1...vm...pr

q1...qs−

−
s∑

n=1

3∑

p=1

3∑

wn=1

Γ̃
wn

pqn˙̃up
Ã

p1...pr

q1...wn...qs

)

.

(8.16)
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Соотношения(9.13)можнозаписатьввидедетерминанта:

rotA=
1
ρ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

E1E2E3

∂

∂ρ

∂

∂ϕ

∂

∂h

A
1

ρ
2
A

2
A

3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,(9.14)

гдеE1,E2,E3—реперцилиндрическойсистемыкоординат.
Вычислениявсферическихкоординатахтакженачнемс

нахождениякомпонентметрическоготензораg:

gij=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

100

0ρ
2

0

00ρ
2
sin

2
(ϑ)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(9.15)

Теперьвычислимкомпонентысвязности:

Γ
1
11=0,Γ

1
12=0,Γ

1
21=0,

Γ
1
13=0,Γ

1
31=0,Γ

1
22=−ρ,(9.16)

Γ
1
23=0,Γ

1
32=0,Γ

1
33=−ρsin

2
(ϑ),

Γ
2
11=0,Γ

2
12=ρ

−1
,Γ

2
21=ρ

−1
,

Γ
2
13=0,Γ

2
31=0,Γ

2
22=0,(9.17)

Γ
2
23=0,Γ

2
32=0,Γ

2
33=−

sin(2ϑ)
2

,

Γ
3
11=0,Γ

3
12=0,Γ

3
21=0,

Γ
3
13=ρ

−1
,Γ

3
31=ρ

−1
,Γ

3
22=0,(9.18)

Γ
3
23=ctg(ϑ),Γ

3
32=ctg(ϑ),Γ

3
33=0.
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Подстановка(9.7),(9.8)и(9.9)вформулу(9.10)дает:

4ψ=
∂

2
ψ

∂ρ2+
1
ρ

∂ψ

∂ρ
+

1
ρ2

∂
2
ψ

∂ϕ2+
∂

2
ψ

∂h2.(9.11)

Вычислимтакжеформулудлякомпонентроторавцилин-
дрическихкоординатах.ПустьA—векторноеполескомпо-
нентамиA

1
,A

2
иA

3
вцилиндрическихкоординатах.Длявы-

числениякомпонентполяF=rotAвоспользуемсяформулой
(10.5)извторойглавы.Этаформуласодержиттензоробъ-
ема,компонентыкотороговычисляютсяпоформуле(8.1)из
второйглавы.ЗнаковыймножительξEвэтойформулеопре-
деляетсяориентациейсистемыкоординат.Цилиндрическая
системакоординатможетбытькакправоориентированной,
такилевоориентированной.Этозависитотвыбораориента-
циивспомогательнойдекартовойсистемыкоординатx

1
,x

2
,x

3
,

скоторойцилиндрическиекоординатысвязанысоотношени-
ями(1.3).Пустьдляопределенностивыбраныправоориен-
тированныецилиндрическиекоординаты,тогдаξE=1идля
компонентротораF=rotAимеемформулу:

F
m

=
√

detg
3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

3∑

q=1

g
mi
εijkg

jq
∇qF

k
.(9.12)

Использование(9.7),(9.8),(9.9)и(9.6)привычисленияхпо
формуле(9.12)дает:

F
1

=
1
ρ

∂A
3

∂ϕ−ρ
∂A

2

∂h
,

F
2

=
1
ρ

∂A
1

∂h−
1
ρ

∂A
3

∂ρ
,

F
3

=ρ
∂A

2

∂ρ−
1
ρ

∂A
1

∂ϕ
+2A

2
.

(9.13)
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Новыражение,заключенноевскобкив(8.16),—этовточ-
ности∇tÃ

p1...pr

q1...qs.Поэтомукомпонентыполя∇tAнакривой,
вычисляемыепоформуле(8.10),призаменекоординатпреоб-
разуютсяпоформуле(8.8).Теоремы8.2доказана.�

Возвратимсятеперькформуле(8.6).Леваячастьэтой
формулысовпадаетсвыражением(8.10)дляковариантной
производнойпоtвекторногополяa.Поэтомууравнениепа-
раллельногопереносаможнозаписатьввиде:∇ta=0.В
такойформеуравнениепараллельногопереносалегкообоб-
щаетсянаслучайпроизвольноготензораA:

∇tA=0.(8.17)

Уравнение(8.17)неможетбытьвыведенонепосредственным
образом,ибопараллельныйпереноспроизвольныхтензоров
неимеетнаглядногоизображения,подобногорисунку8.1.

Рассмотримфрагментпрямойлинии,заданныйпараметри-
ческифункциямиu

1
(t),u

2
(t)иu

3
(t)вкриволинейнойсистеме

координат.Пустьt=s—натуральныйпараметрнаэтойпря-
мой.Тогдакасательныйвекторτ(t)вовсехточкахпрямой
имеетединичнуюдлинуиодноитоженаправление.Поэтому
егокомпонентыu̇

i
удовлетворяютуравнениюпараллельного

переноса.Подставивa
i
=u̇

i
в(8.6),получим

ü
i
+

3∑

j=1

3∑

k=1

Γ
i
jku̇

j
u̇

k
=0.(8.18)

Уравнение(8.18)—этодифференциальноеуравнениепрямой
вкриволинейныхкоординатах(внатуральномпараметре).

§9.Некоторыевычислениявполярных,
цилиндрическихисферическихкоординатах.

Рассмотримполярнуюсистемукоординатнаплоскости,за-
даваемуюформулами(1.1).Дифференцируя(1.1),находим
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компонентывектороврепераполярнойсистемыкоординат:

E1=

∥

∥

∥

∥

cos(ϕ)

sin(ϕ)

∥

∥

∥

∥,E2=

∥

∥

∥

∥

−ρsin(ϕ)

ρcos(ϕ)

∥

∥

∥

∥.(9.1)

Вектор-столбцы(9.1)составленыизкоординатвекторовE1и
E2вортонормированномбазисе.Этопозволяетвычислитьих
скалярныепроизведенияиопределитькомпонентыпрямогои
обратногометрическихтензоровgилиĝ:

gij=

∥

∥

∥

∥

10

0ρ
2

∥

∥

∥

∥,g
ij

=

∥

∥

∥

∥

10

0ρ
−2

∥

∥

∥

∥.(9.2)

Поизвестнымкомпонентамтензоровgиĝвычислимсимволы
Кристоффеля.Дляэтогоприменимформулу(7.8):

Γ
1
11=0,Γ

1
12=Γ

1
21=0,Γ

1
22=−ρ,

(9.3)
Γ

2
11=0,Γ

2
12=Γ

2
21=ρ

−1
,Γ

2
22=0.

Применимнайденныекомпонентысвязности(9.3)длявычис-
ленияоператораЛапласа4вполярныхкоординатах.Пусть
ψ—некотороескалярноеполе:ψ=ψ(ρ,ϕ).Тогда:

4ψ=
2∑

i=1

2∑

j=1

g
ij

(

∂
2
ψ

∂ui∂uj−
2∑

k=1

Γ
k
ij

∂ψ

∂uk

)

.(9.4)

Формула(9.4)—этодвумерныйвариантформулы(10.16)из
второйглавы,записанныйприменительнокскалярномуполю.
Подстановка(9.3)в(9.4)дает:

4ψ=
∂

2
ψ

∂ρ2+
1
ρ

∂ψ

∂ρ
+

1
ρ2

∂
2
ψ

∂ϕ2.(9.5)
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Теперьперейдемкрассмотрениюцилиндрическойсистемы
координат.Длякомпонентметрическихтензоровздесьимеем:

gij=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

100

0ρ
2

0

001

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,g
ij

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

100

0ρ
−2

0

001

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(9.6)

Из(9.6)наосновеформулы(7.8)вычисляемкомпонентны
связности.Ониобразуютследующиймассив:

Γ
1
11=0,Γ

1
12=0,Γ

1
21=0,

Γ
1
13=0,Γ

1
31=0,Γ

1
22=−ρ,(9.7)

Γ
1
23=0,Γ

1
32=0,Γ

1
33=0,

Γ
2
11=0,Γ

2
12=ρ

−1
,Γ

2
21=ρ

−1
,

Γ
2
13=0,Γ

2
31=0,Γ

2
22=0,(9.8)

Γ
2
23=0,Γ

2
32=0,Γ

2
33=0,

Γ
3
11=0,Γ

3
12=0,Γ

3
21=0,

Γ
3
13=0,Γ

3
31=0,Γ

3
22=0,(9.9)

Γ
3
23=0,Γ

3
32=0,Γ

3
33=0.

Перепишемвразмерности3соотношение(9.4)дляоператора
Лапласа,примененногокскалярномуполюψ:

4ψ=
3∑

i=1

3∑

j=1

g
ij

(

∂
2
ψ

∂ui∂uj−
3∑

k=1

Γ
k
ij

∂ψ

∂uk

)

.(9.10)
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Теорема8.2.КомпонентытензоракривизныR,определя-
емыекомпонентамисвязности(7.5)поформуле(8.4),удовле-
творяютследующимсоотношениям:

(1)R
k
rij=−R

k
rji;

(2)Rqrij=−Rrqij;

(3)Rqrij=Rijqr;

(4)R
k
rij+R

k
ijr+R

k
jri=0.

Док-во.Первоесоотношениевытекаетнепосредственноиз
формулы(8.4).Приперестановкеиндексовiиjвыраже-
ниевправойчасти(8.4)меняетзнак.Отсюданемедленно
вытекаетсвойство(1)кососимметричностикомпоненттензора
кривизныпопоследнейпареиндексов.

Длядоказательствавторогосоотношенияприменимфор-
мулу(8.7)кметрическомутензору:

(∇i∇j−∇j∇i)gqr=
2∑

k=1

(

R
k
qijgkr+R

k
rijgqk

)

.

Сучетом(8.12)этосоотношениеможнопереписатьтак:

(∇i∇j−∇j∇i)gqr=Rrqij+Rqrij.(8.14)

Новсилуусловиясогласованностиметрикиисвязностикова-
риантныепроизводныеметрическоготензораравнынулю(см.
формулу(7.1)).Поэтомулеваячасть(8.14)равнанулю,что
доказываетпункт(2)теоремы.

Пропустимнавремятретийпунктидокажемчетвертый
пункттеоремыпутемпрямоговычислениянабазе(8.4).Вы-
пишемсоотношение(8.4)трираза,делаяциклическуюпере-
становкуиндексовi→j→r→i:

R
k
rij=

∂Γ
k
jr

∂ui−
∂Γ

k
ir

∂uj+
2∑

q=1

Γ
k
iqΓ

q
jr−

2∑

q=1

Γ
k
jqΓ

q
ir,

§3.МЕТРИЧЕСКИЙТЕНЗОРИТЕНЗОРПЛОЩАДИ.129

внешнимскалярнымпроизведением.Вэтойсвязитензорg
называетсяметрическимтензороминдуцированнойметрики.

Симметричныетензорытипа(0,2)связанысквадратичны-
миформами.Этоопределяетещеодноназваниедляg.Он
называетсяпервойквадратичнойформойповерхности.Ча-
стодлякомпонентпервойквадратичнойформыиспользуются
специальныеобозначения:g11=E,g12=g21=F,g22=G.
Этиобозначенияособенновболеераннихизданиях.

gij=

∥

∥

∥

∥

EF
FG

∥

∥

∥

∥(3.3)

НевырожденностьматрицыГрамаgпозволяетопределить
обратнуюматрицуĝ=g

−1
.Компонентытакойматрицы

обозначимg
ij

,поместивиндексыiиjнаверху:

3∑

j=1

g
ij
gjk=δ

i
j.(3.4)

Дляматрицыĝимеетместоутверждение,аналогичноетео-
реме6.1извторойглавы.Компонентыэтойматрицыопре-
деляютвнутреннетензорноеполетипа(2,0)наповерхности,
называемоеобратнымметрическимтензором.Доказатель-
ствоаналогичнодоказательствутеоремы6.1вовторойглаве.

Изсимметричностиматрицыgисоотношений(3.4)вытека-
етсимметричностьобратнойматрицыĝ.Прямойиобратный
метрическиетензорыиспользуютсядляопусканияиподня-
тияиндексовтензорныхполей.Этиоперациипопрежнему
определяютсяформулами(9.1)и(9.2)извторойглавы:

B
i1...ir−1

j1...js+1=
2∑

k=1

A
i1...im−1kim...ir−1

j1...jn−1jn+1...js+1gkjn.

A
i1...ir+1

j1...js−1=
2∑

k=1

B
i1...im−1im+1...ir+1

j1...jn−1qjn...js−1g
qim

.

(3.5)
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Единственнымотличиемформул(3.5)здесьявляетсято,что
индекссуммированияkпробегаетлишьдвазначенияот1до
2.Всилу(3.4)операцииопусканияиподнятияиндекса(3.5)
обратныдругдлядруга.

Дляопределениятензора(либопсевдотензора)площади
нампотребуетсяследующаякососимметричнаяматрица:

dij=d
ij

=

∥

∥

∥

∥

01
−10

∥

∥

∥

∥.(3.6)

Компонентыматрицы(3.6)—этодвумерныйаналогкомпо-
нентсимволаЛеви-Чивита(см.формулу(6.8)извторой
главы).Величины(3.6)удовлетворяютсоотношению

2∑

p=1

2∑

q=1

dpqMipMjq=detMdij,(3.7)

гдеM—некотораяквадратнаяматрицаразмера2×2.Фор-
мула(3.7)являетсяаналогомсоотношения(6.10)извторой
главы(доказательствосм.в[4]).

Используявеличиныdijиматрицуметрическоготензора
gвнекоторойкриволинейнойсистемекоординат,построим
следующийнаборвеличин:

ωij=
√

detgdij.(3.8)

Из(3.7)вытекаетследующеесоотношение,котороесвязывает
величиныωijиω̃pq,вычисленныепоформуле(3.8)вдвух
различныхсистемахкоординат:

ωij=sign(detS)
3∑

p=1

3∑

q=1

T
p
iT

q
jω̃pq.(3.9)

Всилу(3.9)величины(3.8)задаюткососимметричноевнут-
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Подстановка(8.9)и(8.10)вформулу(8.11)дает:

R
k
rij=

2∑

n=1

2∑

m=1

2∑

p=1

2∑

q=1

S
k
nT

m
rT

p
iT

q
jR̃

n
mpq.

Полученнаяформулаестьвточностиправилопреобразования
компоненттензорногополятипа(1,3)призаменесистемы
координат.Леммадоказана.�

Теорема8.1являетсянемедленнымследствиемлеммы8.1.
Действительно,леваячастьвформуле(8.6)определяеттензор
типа(1,2)припроизвольномвыборевекторногополяX,ав
правойчастистоитсверткаRсX.

Компонентытензоракривизны,определяемыеформулой
(8.4),нумеруютсяоднимверхнимитремянижнимииндекса-
ми.Приопусканииверхнегоиндексаприпомощиметрическо-
готензораэтоиндекспринятозаписыватьпервым:

Rqrij=
2∑

k=1

R
k
rijgkq.(8.12)

Тензортипа(0,4)скомпонентами(8.12)обозначаетсятойже
буквойR.Ещеодинтензорполучаетсяиз(8.4)поднятием
первогонижнегоиндекса:

R
kq
ij=

2∑

r=1

R
k
rijg

rq
.(8.13)

Поднятыйнижнийиндекспринятозаписыватьвторымверх-
ниминдексом.Тензорытипа(0,4)и(2,2)обозначаютсятой
жебуквойR.Онитакженазываютсятензорамикривизны.
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естьтензортипа(1,2),тосамгеометрическийобъектRесть
тензортипа(1,3).

Док-волеммы.Пустьu
1
,u

2
иũ

1
,ũ

2
—двекриволиней-

ныесистемыкоординатнаповерхности.Фиксируемнекоторое
значениеиндексаr(равное1или2).Пользуясьпроизвольно-
стьювектораX,выберемэтотвектортаким,чтобывсистеме
координатu

1
,u

2
егоr-аякоординатабыларавнаединице,а

остальныекоординатыбылибынулями.Тогдадлякомпонент
тензораY

k
ijвэтойсистемекоординатполучаем:

Y
k
ij=

2∑

q=1

R
k
qijX

q
=R

k
rij.(8.9)

НайдемкомпонентывектораXвдругойсистемекоординат

X̃
m

=
2∑

q=1

T
m
qX

q
=T

m
r,

послечеговычислимкомпонентытензораYвовторойсистеме
координат,пользуясьформулой(8.8):

Ỹ
n

pq=
2∑

m=1

R̃
n
mpqX̃

m
=

2∑

m=1

R̃
n
mpqT

m
r.(8.10)

ПослеэтогоостаетсялишьсвязатьвеличиныY
k
ijиз(8.9)и

величиныỸ
n

pqиз(8.10),пользуясьтем,чтоэтокомпоненты
тензораYвдвухразныхсистемахкоординатu

1
,u

2
иũ

1
,ũ

2
:

Y
k
ij=

2∑

n=1

2∑

p=1

2∑

q=1

S
k
nT

p
iT

q
jỸ

n
pq.(8.11)
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реннеепсевдотензорноеполетипа(0,2).Ононазываетсяпсев-

дотензоромплощади.ЕслинаповерхностиDвыделенаодна
издвухвозможныхориентаций,тоформула

ωij=ξD
√

detgdij(3.10)

задаеттензорноеполетипа(0,2),котороеназываетсятензо-
ромплощади.Формула(3.10)отличаетсяот(3.8)лишьзнако-
выммножителемξD,которыйпредставляетсобойединичное
псевдоскалярноеполе—полеориентации(ср.сформулой
(8.1)вовторойглаве).Здесьследуетотметить,чтоневся-
каяповерхностьдопускаетвыделениеглобальнойориентации.
Примертакойнеориентируемойповерхности—этолентаМё-
биуса,онхорошоизвестен.

§4.Подвижныйреперповерхности.
ДеривационныеформулыВайнгартена.

Скаждымвыборомкриволинейнойсистемыкоординатна
поверхностисвязанреперE1,E2изкасательныхвекторных
полейнаней.Векторатакогореперавыделяюткасательную
плоскостьвкаждойточкеповерхности.Однако,числоих
недостаточнодляразложенияпроизвольногопространствен-
ноговектора,приложенногокточкеповерхности.Поэтому
ихпринятодополнятьещеоднимвектором,нележащимв
касательнойплоскости.

Определение4.1.Единичнымвекторомнормалиnкпо-
верхностиDвточкеAназываетсявекторединичнойдлины,
прикрепленныйточкеAиперпендикулярныйвекторамизка-
сательнойплоскостикDвэтойточке.

Определение4.1фиксируетвекторнормалиnлишьсточ-
ностьюдознака:вкаждойточкеестьдвапротивоположных
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единичныхвектора,перпендикулярныхкасательнойплоско-
сти.Одинизспособоводнозначнойфиксациивектораnсо-
стоитвиспользованиивекторногопроизведения

n=
[E1,E2]
|[E1,E2]|

.(4.1)

Векторn,определенныйформулой(4.1),содержитзависи-
мостьотвыборакриволинейнойсистемыкоординат.Поэтому
призаменеоднойсистемыкоординатнадругуюонможет
поменятьсвоенаправление.Действительно,связьмеждувек-
торамиреперовE1,E2иẼ1,Ẽ2даетсяформулой(2.6):

E1=T
1
1·Ẽ1+T

2
1·Ẽ2,E2=T

1
2·Ẽ1+T

2
2·Ẽ2.

Подставивэтоввекторноепроизведение[E1,E2],получаем

[E1,E2]=(T
1
1T

2
2−T

2
1T

1
2)·[Ẽ1,Ẽ2]=detT·[Ẽ1,Ẽ2].

Отсюдаужелегковыводитсяправилопреобразованиявектора
нормали,заданногоформулой(4.1):

n=(−1)
S
·ñ.(4.2)

Знаковыймножитель(−1)
S

=sign(detS)=±1здесьтакой
же,какивформуле(2.8).

Другойспособвыборавекторанормаливозможен,еслина
поверхностиимеетсякакая-товыделеннаяориентация.Пусть
такаяориентациянаDзаданаединичнымпсевдоскалярным
полемξD.Тогдаnможнозадатьформулой:

n=ξD·
[E1,E2]
|[E1,E2]|

.(4.3)

Вэтомслучаеправилопреобразованиявекторанормалипри
заменесистемыкоординатзаметноупрощается:

n=ñ.(4.4)
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Формулу(8.3)длякомпонентполя(8.1)можнозаписатьтак:

(∇i∇j−∇j∇i)X
k

=
2∑

r=1

R
k
rijX

r
.(8.5)

ЗаменимвекторноеполеXковекторнымполем.Проделав
аналогичныевыкладки,вэтомслучаеполучаем:

(∇i∇j−∇j∇i)Xk=−
2∑

r=1

R
r
kijXr.(8.6)

Формулы(8.5)и(8.6)нетруднообобщитьинаслучайпроиз-
вольноготензорногополяXтипа(r,s):

(∇i∇j−∇j∇i)X
i1...ir

j1...js=
r∑

m=1

2∑

vm=1

R
im

vmijX
i1...vm...ir

j1...js−

−
s∑

n=1

2∑

wn=1

R
wn

jnijX
i1...ir

j1...wn...js.

(8.7)

Сравнение(8.5),(8.6)и(8.7)показывает,чтововсеэтифор-
мулывходятвеличиныR

k
rijиз(8.4).

Теорема8.1.ВеличиныR
k
rij,определяемыеформулой

(8.4),задаюттензортипа(1,3),которыйназываетсятензором

кривизныилитензоромРимана.

Теорема8.1допускаетпрямоедоказательствонаоснове
формулы(5.3).Однако,мыприведемдругоедоказательство.

Лемма8.1.ПустьR—некоторыйгеометрическийобъект,
задаваемыйвкоординатахчетырехиндексныммассивомчисел
R

k
rij.ЕслисверткаRспроизвольнымвекторомX:

Y
k
ij=

2∑

q=1

R
k
qijX

q
(8.8)
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коммутаторовковариантныхпроизводных.Выберемнекото-
роевекторноеполеXивычислимтензорноеполеYтипа(1,2)
соследующимикомпонентами:

Y
k

ij=∇i∇jX
k
−∇j∇iX

k
.(8.1)

ДлявычислениякомпонентполяYприменимформулу(6.1):

∇i∇jX
k

=
∂(∇jX

k
)

∂ui+
2∑

q=1

Γ
k
iq∇jX

q
−

2∑

q=1

Γ
q
ij∇qX

k
,

∇j∇iX
k

=
∂(∇iX

k
)

∂uj+
2∑

q=1

Γ
k
jq∇iX

q
−

2∑

q=1

Γ
q
ji∇qX

k
.

(8.2)

Вычтемвтороесоотношение(8.2)изпервого.Приэтомпо-
следниеслагаемыесократятсяввидусимметричностиΓ

k
ij:

Y
k
ij=

∂

∂ui

(

∂X
k

∂uj+
2∑

r=1

Γ
k
jrX

r

)

−
∂

∂uj

(

∂X
k

∂ui+
2∑

r=1

Γ
k
irX

r

)

+

+
2∑

q=1

Γ
k
iq

(

∂X
q

∂uj+
2∑

r=1

Γ
q
jrX

r

)

−
2∑

q=1

Γ
k
jq

(

∂X
q

∂ui+
2∑

r=1

Γ
q
irX

r

)

.

Послераскрытияскобокинекоторыхсокращенийполучаем:

Y
k

ij=
2∑

r=1

(

∂Γ
k
jr

∂ui−
∂Γ

k
ir

∂uj+
2∑

q=1

(

Γ
k
iqΓ

q
jr−Γ

k
jqΓ

q
ir

)

)

X
r
.(8.3)

Важноотметить,чтоформула(8.3)несодержитпроизводных
компонентполяX—онисократились.Обозначим:

R
k
rij=

∂Γ
k
jr

∂ui−
∂Γ

k
ir

∂uj+
2∑

q=1

Γ
k
iqΓ

q
jr−

2∑

q=1

Γ
k
jqΓ

q
ir.(8.4)
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Определение4.2.КасательныйреперE1,E2криволиней-
нойсистемыкоординатu

1
,u

2
наповерхности,дополненный

единичнымвекторомнормалиn,называетсяподвижнымили
сопровождающимреперомэтойповерхности.

Есливекторнормаливыбираетсяпоформуле(4.1),тосо-
провождающийреперE1,E2,nявляетсявсегдаправоориен-
тированным.Поэтому,еслимыменяемориентациюкаса-
тельногорепераE1,E2,тосразужеменяетсяинаправление
вектораn.Еслижевекторнормалиnопределенформулой
(4.3),тоегонаправлениесовсемникакнезависитотвыбора
касательногорепераE1,E2.Этообстоятельствопоказывает,
чтозаданиеориентациинаповерхностиэквивалентновыбору
направлениявектораn,независящегоотвыборакасательных
векторовE1,E2.

Имеетсяодинслучай,когдатакойнезависимыйвыборвек-
торанормализаведомосуществует.ПустьповерхностьD
являетсяграницейнекоторогообъемногомножества.Тогдаиз
двухнормалейоднаявляетсявнешней,адругая—внутрен-
ней.Вывод:границаобъемногомножествавпространствеE

всегдаориентируема.
ПустьD—некоторыйфрагментповерхностиклассаC

2
.

Векторасопровождающегореператакойповерхностиявляют-
сянепрерывнодифференцируемымивектор-функциямикри-
волинейныхкоординат:E1(u

1
,u

2
),E2(u

1
,u

2
)иn(u

1
,u

2
).Про-

изводныетакихвекторовприкрепленыктойжеточкеповерх-
ности,чтоисамивектора.Поэтомуимеютместоразложения:

∂Ej

∂ui=
2∑

k=1

Γ
k
ij·Ek+bij·n.(4.5)

Производныеединичноговектораnортогональныэтомувек-

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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тору(см.лемму3.1впервойглаве).Отсюда

∂n
∂ui=

2∑

k=1

c
k
i·Ek.(4.6)

Умножимсоотношение(4.5)скалярнонавекторn,асоотно-
шение(4.6)—навекторEj.Всилу(Ek|n)=0этодает:

(∂Ej/∂u
i
|n)=bij(n|n)=bij,(4.7)

(Ej|∂n/∂u
i
)=

2∑

k=1

c
k
igkj.(4.8)

Сложимлевыечастиполученныхформул(4.7)и(4.8).После
несложныхвычисленийобнаруживаем,чтосуммаравнанулю:

(∂Ej/∂u
i
|n)+(Ej|∂n/∂u

i
)=∂(Ej|n)/∂u

i
=0.

Этоопределяетсвязькоэффициентовbijиc
k
jв(4.5)и(4.6):

bij=−
2∑

k=1

c
k
igkj.

Пользуясьматрицейобратногометрическоготензораĝ,это
соотношениеможнообратить.Введемобозначение:

b
k
i=

2∑

j=1

bijg
jk
.(4.9)

Тогдакоэффициентыc
k
iв(4.6)можновыразитьчерезчерез

коэффициентыbijв(4.5)следующейформулой:

c
k
i=−b

k
i.(4.10)
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Длядальнейшегопреобразованияполученноговыраженияис-
пользуемформулы(7.12)и(7.13):

∇kωij=
√

detg

(

1
2

2∑

q=1

2∑

p=1

g
qp∂gqp

∂uk−
2∑

q=1

Γ
q
kq

)

dij.(7.14)

ТеперьвыразимΓ
q
kqчерезкомпонентыметрическоготензора

поформуле(7.5).Учетсимметричностиg
pq

дает:

2∑

q=1

Γ
q
kq=

1
2

2∑

q=1

2∑

p=1

g
qp
(

gpq

∂uk+
gkp

∂uq−
gkq

∂up

)

=
1
2

2∑

q=1

2∑

p=1

g
qpgqp

∂uk.

Подстановкаэтоговыражениявформулу(7.14)приводиткее
занулению.Отсюда∇kωij=0.Теоремадоказана.�

Замечаниеознаке.Тензорплощадиотличаетсяотпсев-
дотензораплощадилишьзнаковымскалярныммножителем
ξD.Поэтомуутверждениетеоремы7.2выполненоидлятен-
зораплощадиналюбойповерхности.

Замечаниеоразмерности.Длятензора(ипсевдотензо-
ра)объемавевклидовомпространствеEимеетместоанало-
гичноеутверждение:∇ω=0.Доказательствотакогофакта
дажепроще,чемдоказательствотеоремы7.2.ПолеωвE

имеетконстантныекомпонентывлюбойдекартовойсистеме
координат.

§8.Тензоркривизны.

КовариантныепроизводныевевклидовомпространствеE

сводятсякпростомудифференцированиюкомпонентвдекар-
товойсистемекоординат.Допускаютлитакоесведениев
какой-либосистемекоординатковариантныепроизводныена
поверхностях?Ответнаэтотвопроссвязансрассмотрением
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Лемма7.2.ДлявсякойквадратнойматрицыMразмера
2×2справедливоравенство

2∑

q=1

(

Miqdqj+Mjqdiq

)

=trMdij,(7.11)

гдеdij—компонентыединичнойкососимметричнойматрицы,
определяемыесоотношением(3.6).

Доказательствоэтихдвухлемм,также,какидоказатель-
ствоформулы(3.7),содержитсяв[4].

Применимлемму7.1кматрицеметрическоготензора.По-
ложимx=u

k
иперепишемсоотношение(7.10)вформе:

1
√detg

∂√detg
∂uk=

1
2

2∑

q=1

2∑

p=1

g
qp∂gqp

∂uk.(7.12)

Заметим,чтовформуле(7.11)рольматрицыMможетиграть
любоймассивизчетырехчисел,пронумерованныйдвумяин-
дексами.Фиксировавиндексk,вкачестветакогомассивамы
можемрассмотретькомпонентысвязностиΓ

j
ki.Тогда:

2∑

q=1

(

Γ
q
kidqj+Γ

q
kjdiq

)

=
2∑

q=1

Γ
q
kqdij.(7.13)

Док-вотеоремы7.2.Компонентыпсевдотензораплоща-
диωопределяютсяформулой(3.8).Длянахождениякомпо-
ненттензора∇ωприменимформулу(6.1).Онадает:

∇kωij=
∂√detg
∂ukdij−

2∑

q=1

√

detg
(

Γ
q
kidqj+Γ

q
kjdiq

)

=

=
√

detg

(

1
√

detg
∂√detg
∂ukdij−

2∑

q=1

(

Γ
q
kidqj+Γ

q
kjdiq

)

)

.

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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Теперьсучетомполученнойформулы(4.10)самиразложения
(4.5)и(4.6)можнопереписатьтак:

∂Ej

∂ui=
2∑

k=1

Γ
k
ij·Ek+bij·n,

∂n
∂ui=−

2∑

k=1

b
k
i·Ek.

(4.11)

Разложения(4.5)и(4.6),записанныевформе(4.11),назы-
ваютсядеривационнымиформуламиВайнгартена.Ониопре-
деляютдинамикуподвижногорепераииграютцентральную
рольвтеорииповерхностей.

§5.СимволыКристоффеляивторая
квадратичнаяформа.

РассмотримпервуюиздеривационныхформулВайнгарте-
навдвухразличныхкриволинейныхсистемахкоординатна
поверхности.Вкоординатахu

1
,u

2
онаимеетвид(4.5):

∂Ej

∂ui=
2∑

k=1

Γ
k
ij·Ek+bij·n.(5.1)

Вновыхкоординатахũ
1
,ũ

2
этужеформулуперепишемтак:

∂Ẽq

∂ũp=
2∑

m=1

Γ̃
m
pq·Ẽm+b̃pq·ñ.(5.2)

ВыразимвекторEjвлевойчастиформулы(5.1)черезвектора
реперавторойсистемыкоординат.Дляэтогоприменим(2.6):

∂Ej

∂ui=
2∑

q=1

∂(T
q
j·Ẽq)

∂ui=
2∑

q=1

∂T
q
j

∂ui·Ẽq+
2∑

q=1

T
q
j·

∂Ẽq

∂ui.
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Длядальнейшегопреобразованияполученноговыраженияис-
пользуемправилодифференцированиясложнойфункции:

∂Ej

∂ui=
2∑

m=1

∂T
m
j

∂ui·Ẽm+
2∑

q=1

2∑

p=1

(

T
q
j

∂ũ
p

∂ui

)

·
∂Ẽq

∂ũp.

Значениечастныхпроизводных∂Ẽq/∂ũ
p

определяетсяформу-
лой(5.2).Крометого,учтем(2.7)вформе∂ũ

p
/∂u

i
=T

p
i:

∂Ej

∂ui=
2∑

m=1

∂T
m
j

∂ui·Ẽm+
2∑

q=1

2∑

p=1

2∑

m=1

(T
q
jT

p
iΓ̃

m
pq)·Ẽm+

+
2∑

q=1

2∑

p=1

(T
q
jT

p
ib̃pq)·ñ=

2∑

m=1

2∑

k=1

(

∂T
m
j

∂uiS
k
m

)

·Ek+

+
2∑

q=1

2∑

p=1

2∑

m=1

2∑

k=1

(T
q
jT

p
iΓ̃

m
pqS

k
m)·Ek+

2∑

q=1

2∑

p=1

(T
q
jT

p
ib̃pq)·ñ.

Единичныевекторанормалиnиñотличаютсянеболеечем
знаком:n=±ñ.Значит,полученноеразложениедля∂Ej/∂u

i

иразложение(5.1)—это,посуществу,разложенияводноми
томжебазисеE1,E2,n.Отсюда

Γ
k
ij=

2∑

m=1

S
k
m

∂T
m
j

∂ui+
2∑

m=1

2∑

p=1

2∑

q=1

S
k
mT

p
iT

q
jΓ̃

m
pq,(5.3)

bij=±
2∑

p=1

2∑

q=1

T
p
iT

q
jb̃pq.(5.4)

Формулы(5.3)и(5.4)выражаютправилопреобразованияко-
эффициентовΓ

k
ijиbijвдеривационныхформулахВайнгарте-

напризаменекриволинейныхкоординатнаповерхности.
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которыевточностисовпадаютссоотношениями(6.7)извто-
ройглавыдляметрическихтензороввпространствеE.

Ещеоднимследствиемтеоремы7.1являетсято,чтоопе-
рацииподнятияиопусканияиндексов,осуществляемыепутем
сверткисметрическимитензорамиĝиg,перестановочныс
операциейковариантногодифференцирования.Этообстоя-
тельствоизобразимввидеследующихформул:

∇q

(

2∑

k=1

gikA
...k...
......

)

=
2∑

k=1

gik∇qA
...k...
......,

∇q

(

2∑

k=1

g
ik
A

......

...k...

)

=
2∑

k=1

g
ik
∇qA

......

...k....

(7.9)

Соотношения(7.9)легковыводятсяиз(7.8)сиспользованием
пунктов(4)и(5)втеореме6.2.

Теорема7.2.Ковариантныйдифференциалпсевдотензо-
раплощадиналюбойповерхностиравеннулю:∇ω=0.

Длядоказательстваэтойтеоремынампотребуетсядвавс-
помогательныхутверждения,которыеудобносформулировать
ввидеследующихлемм.

Лемма7.1.ДлявсякойквадратнойматрицыM,компонен-
тыкоторойявляютсядифференцируемымифункцияминеко-
торогопараметраx,имеетместоравенство:

d(lndetM)
dx

=tr(M
−1
M

′
),(7.10)

гдеM
′
—квадратнаяматрица,компонентыкоторойявляются

производнымисоответствующихкомпонентматрицыM.
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етсяследующаяформуладлякомпонентсвязности:

Γ
k
ij=

1
2

2∑

r=1

g
kr
(

grj

∂ui+
gir

∂uj−
gij

∂ur

)

.(7.5)

Выводеемынеприводим,посколькуон,посуществу,повто-
ряетвыводформулы(7.8)втретьейглаве.

Изусловия∇qgij=0вытекаетравенствонулюковари-
антныхпроизводныхобратногометрическоготензора.Для
доказательстваэтогоприменимформулу(3.4).Ковариантная
производнаяединичногооператорногополяскомпонентами
δ

i
kравнанулю.Действительно:

∇qδ
i
k=

∂(δ
i
k)

∂uq+
2∑

r=1

Γ
i
qrδ

r
k−

2∑

r=1

Γ
r
qkδ

i
r=0.(7.6)

Продифференцируемковариантнымобразомобечастиравен-
ства(3.4)иучтемприэтомсоотношение(7.6):

∇q

(

2∑

j=1

g
ij
gjk

)

=
2∑

j=1

(∇qg
ij
gjk+g

ij
∇qgjk)=

=
2∑

j=1

∇qg
ij
gjk=∇qδ

i
k=0.(7.7)

Привыводе(7.7)мыиспользовалипункты(4)и(5)теоре-
мы6.2.Опусканиеиндексаjприпомощисверткисметриче-
скимтензоромgjkестьобратимаяоперация.Поэтомуиз(7.7)
вытекает∇qg

ij
=0.Теперьусловиесогласованностиметрики

исвязностиможнозаписатьвформедвухсоотношений

∇g=0,∇ĝ=0,(7.8)
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Дляуточнениязнакавформуле(5.4)необходимофикси-
роватьправиловыборавекторанормали.Еслидлявыбора
векторанормалиnмыиспользуемформулу(4.1),топриза-
менесистемыкоординатонпреобразуетсяпоправилу(4.2).
Тогдасоотношение(5.4)записываетсятак:

bij=
2∑

p=1

2∑

q=1

(−1)
S
T

p
iT

q
jb̃pq.(5.5)

Вэтомслучаевеличиныbijзадаютвнутреннеепсевдотензор-
ноеполетипа(0,2)наповерхности.

Еслижедлявыборавекторанормалиnмыприменяем
формулу(4.3),товекторнормалиnнезависитотвыборакри-
волинейнойсистемыкоординатнаповерхности(см.формулу
(4.4)).Величиныbijопределяютужетензорноеполетипа
(0,2).Формула(5.4)принимаетвид:

bij=
2∑

p=1

2∑

q=1

T
p
iT

q
jb̃pq.(5.6)

Тензорытипа(0,2)соответствуютбилинейнымиквадра-
тичнымформам.Псевдотензорытипа(0,2)такойинтерпрета-
циинеимеют.Несмотрянаэто,величиныbijвдеривационных
формулахВайнгартенапринятоназыватькомпонентамивто-

ройквадратичнойформыbнаповерхности.Впользуэтого
свидетельствуетиследующаятеорема.

Теорема5.1.НаборывеличинΓ
k
ijиbijвдеривационных

формулахВайнгартена(4.11)симметричныпопаренижних
индексовiиj.

Док-во.Длядоказательстватеоремывоспользуемсяфор-
мулой(1.10).Запишемееввиде

Ej(u
1
,u

2
)=

∂r(u
1
,u

2
)

∂uj(5.7)
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иподставимвыражение(5.7)впервуюформулу(4.11):

∂
2
r(u

1
,u

2
)

∂ui∂uj=
2∑

k=1

Γ
k
ij·Ek+bij·n.(5.8)

Значениесмещанныхчастныхпроизводныхнезависитотпо-
рядкадифференцирования,поэтомулеваячасть(5.8)есть
вектор,неменяющийсяприперестановкеиндексовiиj.Зна-
чит,икоэффициентыегоразложенияΓ

k
ijиbijпобазису

E1,E2,nнеменяютсяприперестановкеиндексовiиj.Теоре-
мадоказана.�

Длякомпонентматрицывторойквадратичнойформыино-
гдаиспользуютобозначения,аналогичные(3.3):

bij=

∥

∥

∥

∥

LM
MN

∥

∥

∥

∥.(5.9)

Такиеобозначенияособеннопопулярнывраннихизданиях.
Поляgиbзадаютпаруквадратичныхформвкаждойточ-

кеповерхности.Этим,вчастности,объясняютсяихназвания
—перваяивтораяквадратичныеформы.Перваяквадратич-
наяформаневырожденаиположительноопределена.Такая
ситуацияхорошоизвестнавлинейнойалгебре(см.[1]).Две
формы,однаизкоторыхположительноопределена,могут
бытьодновременноприведеныкдиагональномувиду,причем
матрицаположительноопределеннойформыможетбытьсде-
ланаединичной.Диагональныеэлементывматрицевторой
формыпослетакогоприведенияназываютсяинвариантами

парыформ.Дляихвычислениярассмотримсвертку:

b
k
i=

2∑

j=1

bijg
jk
.(5.10)

Величиныb
k
iфигурируютвовторойиздеривационныхфор-

мулВайнгартена(4.11).Ониопределяюттензорное(илипсев-
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Док-во.Рассмотримвновьпервуюиздеривационныхфор-
мулВайнгартенав(4.11).Перепишемэтуформулу,произведя
некотороепереобозначениеиндексоввней:

∂Ei

∂uk=
2∑

q=1

Γ
q
ki·Eq+bki·n.(7.2)

Умножимобечасти(7.2)скалярнонаEjиучтемприэтом
ортогональностьвекторовEjиn.СкалярноеумножениеEqс
EjвправойчастидаетдаеткомпонентуматрицыГрамаgqj:

(∂Ei/∂u
k
|Ej)=

2∑

q=1

Γ
q
kigqj.(7.3)

Поменяемместамииндексыiиjв(7.3)иучтемсимметрич-
ностьматрицыГрама.Этодает

(Ei|∂Ej/∂u
k
)=

2∑

q=1

Γ
q
kjgiq.(7.4)

Теперьсложимформулы(7.3)и(7.4)ивспомнимправило
Лейбницаприменительнокдифференцированиюскалярного
произведениявпространствеE:

(∂Ei/∂u
k
|Ej)+(Ei|∂Ej/∂u

k
)=∂(Ei|Ej)/∂u

k
=

=∂gij/∂u
k

=
2∑

q=1

Γ
q
kigqj+

2∑

q=1

Γ
q
kjgiq.

Теперьнетрудновидеть,чтополученноесоотношение,посу-
ществу,совпадаетс(7.1).Теоремадоказана.�

Немедленнымследствиемтеоремы7.1итеоремы5.1явля-
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Изпятисвойствковариантнойпроизводнойвтеореме6.2в
вычисленияхнаиболеечастоиспользуетсячетвертоесвойство
вформе(6.12).Перепишем(6.12)так:

∇k

(

A
i1...ir

j1...jsB
v1...vp

w1...wq

)

=
(

∇kA
i1...ir

j1...js

)

×

×B
v1...vp

w1...wq+A
i1...ir

j1...js

(

∇kB
v1...vp

w1...wq

)

.

(6.18)

Формула(6.18)полученаиз(6.12)простымпереобозначением
индексов;однако,онаболееудобнадлявосприятия.

§7.Согласованностьметрики
исвязностинаповерхностях.

Ранеемызаметили,чтоковариантнаяпроизводнаяметри-
ческоготензораgвевклидовомпространствеEравнанулю
(см.формулу(6.7)вовторойглаве).Этосвойствобы-
лоназваносогласованностьюметрикиисвязности.После
переходаккриволинейнымкоординатамонопозволиловыра-
зитькомпонентыевклидовойсвязностиΓ

k
ijчерезкомпоненты

метрическоготензора(см.формулу(7.8)втретьейглаве).
Рассмотримвопрососогласованностиметрикиисвязностина
поверхностях.Здесьонтакжерешаетсяположительно,что
выражаетсяследующейтеоремой.

Теорема7.1.Компонентыметрическоготензораg
ij

иком-
понентысвязностиΓ

k
ijвпроизвольнойкриволинейнойсистеме

координатнаповерхностисвязанысоотношением

∇kgij=
∂gij

∂uk−
2∑

q=1

Γ
q
kigqj−

2∑

q=1

Γ
q
kjgiq=0,(7.1)

выражающимусловиесогласованностиметрикиисвязностина
этойповерхности.
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дотензорное)полетипа(1,1)—операторноеполе.Оператор
сматрицей(5.10)называетсяоператоромВайнгартена.Мат-
рицатакогооператорадиагонализуетсяодновременносдиа-
гонализациейматрицквадратичныхформ,аегособственные
числа—этовточностиинвариантыпарыформ.Обозначим
ихчерезk1иk2.

Определение5.1.Собственныечисламатрицыоперато-
раВайнгартенаk1(u

1
,u

2
)иk2(u

1
,u

2
)называютсяглавными

кривизнамиповерхностивточкескоординатамиu
1
,u

2
.

Болееудобнымисточкизрениявычисленийоказываются
двадругихинвариантаповерхности.Это:

H=
k1+k2

2
,K=k1k2.(5.11)

Онимогутбытьвычисленыбезвычислениясобственныхчи-
селматрицыb

k
i.Достаточнонайтиследматрицыоператора

Вайнгартена,атакжеопределитьдетерминантэтойматрицы:

H=
1
2

tr(b
k
i),K=det(b

k
i).(5.12)

ВеличинаHвформулах(5.11)и(5.12)называютсясредней

кривизной,авеличинаK—гауссовойкривизнойповерхности.
Имеютсяформулы,выражающиеHиKчерезкомпоненты
матрицпервойивторойквадратичныхформ(3.3)и(5.9):

H=
1
2
EN+GL−2FM

EG−F2,K=
LN−M

2

EG−F2.(5.13)

Пустьv(u
1
,u

2
)иw(u

1
,u

2
)—векторабазиса,гдематрица

первойформыединична,аматрицавторой—диагональна:

v=

∥

∥

∥

∥

v
1

v
2

∥

∥

∥

∥,w=

∥

∥

∥

∥

w
2

w
2

∥

∥

∥

∥.(5.14)
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ЭтособственныевектораматрицыоператораВайнгартена.
Вектора(5.14)имеютитрехмернуюреализацию:

v=v
1
·E1+v

2
·E2,w=w

1
·E1+w

2
·E2.(5.15)

Этопараединичныхвектороввкасательнойплоскости,пер-
пендикулярныхдругдругу.Направления,задаваемыевекто-
рами(5.15)называютсяглавныминаправленияминаповерх-
ностивточкескоординатамиu

1
,u

2
.Еслиглавныекривизныв

этойточкенеравныдругдругуk16=k2,тоглавныенаправле-
ниявэтойточкеопределяютсяоднозначно.Еслижеk1=k2,
толюбыедвавзаимноперпендикулярныхнаправлениявкаса-
тельнойплоскостиявляютсяглавныминаправлениями.Такая
точкаповерхностиназываетсяточкойокругления.

Замечаниеознаке.Вспомним,что,взависимостиот
способавыборавекторанормали,втораяквадратичнаяформа
можетбытькактензорным,такипсевдотензорнымполем.
ЭтожеотноситсяикоператорномуполюВайнгартена.По-
этомуглавныекривизныk1иk2определенылишьсточностью
дознака.СредняякривизнаHтакжеопределеналишьсточ-
ностьюдознака.Агауссовакривизнатакойнеопределенности
взнакеуженеимеет.Болеетоговеличинагауссовойкривиз-
ныразделяетточкиповерхностинатритипа:еслиK>0,
точкаповерхностиназываетсяэллиптической,еслиK<0,
такаяточканазываетсягиперболической,и,еслиK=0,то
точканазываетсяпараболической.

§6.Ковариантноедифференцирование
внутреннихтензорныхполейнаповерхности.

Рассмотримформулу(5.3)исравнимеесформулой(6.1)
изтретьейглавы.Этидвеформулыотличаютсялишьдиа-
пазономзначений,которыйпробегаютиндексы.Поэтомуве-

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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Подставим(6.13)вформулу(6.1).Для∇js+1B
i1...ir

j1...jsэтодает:

∇js+1B
i1...ir

j1...js=
2∑

k=1

∂A
i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1kjq...js

∂ujs+1+

+
r∑

m=1

2∑

k=1

2∑

vm=1

Γ
im

js+1vmA
i1...vm...k...ir

j1...jq−1kjq...js−(6.14)

−
s∑

n=1

2∑

k=1

2∑

wn=1

Γ
wn

js+1jnA
i1...ip−1kip...ir

j1...wn...k...js.

Вформуле(6.14)индексvmможетрасполагатьсякаклевее
индексаk,такиправееего.Тожесамоеотноситсяик
индексуwn.Однако,внейнетслагаемых,когдаvmилиwn

замещаютиндексk.Такиеслагаемыеимелибывид:

2∑

k=1

2∑

v=1

Γ
k
js+1vA

i1...ip−1vip...ir

j1...jq−1kjq...js,(6.15)

−
2∑

k=1

2∑

w=1

Γ
w
js+1kA

i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1wjq...js.(6.16)

Нетруднозаметить,что(6.15)и(6.16)отличаютсялишьзна-
ком.Дляэтогодостаточнозаменитьkнаvиwнаkвформуле
(6.16).Одновременноедобавление(6.15)и(6.16)к(6.14)не
нарушаетравенства.Нопослетакогодобавленияравенство
(6.14)можнозаписатьтак:

∇js+1B
i1...ir

j1...js=
2∑

k=1

∇js+1A
i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1kjq...js.(6.17)

Теперьдлязавершениядоказательствапятогопунктаивсей
теоремывцеломдостаточнодомножить(6.17)наX

js+1и
просуммироватьпоповторяющемусяиндексуjs+1.�
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ПодставимвеличиныC
i1...ir+p

j1...js+qиз(6.11)вформулу(6.1)для
ковариантнойпроизводной.Врезультатетакойподстановки
длякомпонентполяD=∇Cвыводимследующеевыражение:

D
i1...ir+p

j1...js+q+1=
(

∂A
i1...ir

j1...js/∂u
js+q+1

)

B
ir+1...ir+p

js+1...js+q+

+A
i1...ir

j1...js

(

∂B
ir+1...ir+p

js+1...js+q/∂u
js+q+1

)

+

+
r∑

m=1

2∑

vm=1

Γ
im

js+q+1vmA
i1...vm...ir

j1...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q+

+
r+p
∑

m=r+1

2∑

vm=1

A
i1...ir

j1...js
Γ

im

js+q+1vmB
ir+1...vm...ir+p

js+1...js+q−

−
s∑

n=1

2∑

wn=1

Γ
wn

js+q+1jnA
i1...ir

j1...wn...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q−

−
s+q
∑

n=s+1

2∑

wn=1

A
i1...ir

j1...js
Γ

wn

js+q+1jnB
ir+1...ir+p

js+1...wn...js+q.

Заметим,чтопослеприведенияподобныхслагаемыхполучен-
нуюздесьгромоздкуюформулуможнопреобразоватьтак:

∇js+q+1

(

A
i1...ir

j1...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q

)

=
(

∇js+q+1A
i1...ir

j1...js

)

×

×B
ir+1...ir+p

js+1...js+q+A
i1...ir

j1...js

(

∇js+q+1B
ir+1...ir+p

js+1...js+q

)

.

(6.12)

Теперьдлядоказательствачетвертогопунктатеоремыостает-
сяумножить(6.12)наX

js+q+1
ипросуммироватьпоповторя-

ющемусяиндексуjs+q+1.
Длядоказательствапятогопунктатеоремырассмотримдва

тензорныхполяAиB,одноизкоторыхестьсверткадругого:

B
i1...ir

j1...js=
2∑

k=1

A
i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1kjq...js.(6.13)
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личиныΓ
k
ij,появляющиесявкачествекоэффициентоввдери-

вационнойформулеВайнгартена,определяютгеометрический
объектнаповерхности,называемыйсвязностью.Компоненты
связностиΓ

k
ijназываютсясимволамиКристоффеля.

ОсновнымпредназначениемкомпонентсвязностиΓ
k
ijяв-

ляетсяихиспользованиедлядифференцированиятензорных
полей.Воспроизведемздесьформулудляковариантнойпро-
изводной(5.12)изтретьейглавывдвумерномслучае:

∇js+1A
i1...ir

j1...js=
∂A

i1...ir

j1...js

∂ujs+1+

+
r∑

m=1

2∑

vm=1

Γ
im

js+1vmA
i1...vm...ir

j1...js−

−
s∑

n=1

2∑

wn=1

Γ
wn

js+1jnA
i1...ir

j1...wn...js.

(6.1)

Теорема6.1.Формула(6.1)корректноопределяеткова-
риантноедифференцированиевнутреннихтензорныхполейна
поверхности,переводящееполетипа(r,s)вполетипа(r,s+1),
тогдаитолькотогда,когдавеличиныΓ

k
ijпризаменекоординат

наповерхностипреобразуютсяпоформуле(5.3).

Док-во.Начнемсдоказательстванеобходимости.Выбе-
ремнекотороепроизвольноевекторноеполеAипостроимпо-
леB=∇Aтипа(1,1),вычисливегокомпонентыпоформуле
(6.1).Корректностьформулы(6.1)означает,чтокомпоненты
построенногополяBпреобразуютсявсоответствиисформу-
лой(2.8).Изэтогоусловиянеобходимовывестиформулу(5.3)
дляпреобразованиякомпонентсвязностиΓ

k
ijвформуле(6.1).

Запишемформулу(2.8)дляполяB=∇A:

∂A
k

∂ui+
2∑

j=1

Γ
k
ijA

j
=

2∑

m=1

2∑

p=1

S
k
mT

p
i

(

∂Ã
m

∂ũp+
2∑

q=1

Γ̃
m
pqÃ

q

)

.
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Раскроемскобкивправойчастиполученногосоотношения.В
первомиздвухслагаемыхзаменимT

p
iна∂ũ

p
/∂u

i
всоответ-

ствиисформулой(2.7)ивыразимÃ
m

черезA
j

всоответствии
cправиломпреобразованиякомпонентвекторногополя:

2∑

p=1

T
p
i

∂Ã
m

∂ũp=
2∑

p=1

∂ũ
p

∂ui

∂Ã
m

∂ũp=
∂Ã

m

∂ui=

=
∂

∂ui

(

2∑

k=1

T
m
kA

k

)

=
2∑

j=1

∂T
m
j

∂uiA
j
+

2∑

j=1

T
m
j

∂A
j

∂ui.

(6.2)

Учет(6.2)приводитксокращениюпроизводной∂A
k
/∂u

i
и

позволяетпривестиполученноевышесоотношениеквиду:

2∑

j=1

Γ
k
ijA

j
=

2∑

j=1

2∑

m=1

S
k
m

∂T
m
j

∂uiA
j
+

2∑

m=1

2∑

p=1

2∑

q=1

S
k
mT

p
iΓ̃

m
pqÃ

q
.

ТеперьостаетсялишьвыразитьÃ
q

черезA
j

поправилупре-
образованиякомпонентвекторногополя,привестиподобные
слагаемыеивыделитьобщиймножительA

j
:

2∑

j=1

(

Γ
k
ij−

2∑

m=1

S
k
m

∂T
m
j

∂ui−
2∑

m=1

2∑

p=1

2∑

q=1

S
k
mT

p
iT

q
jΓ̃

m
pq

)

A
j

=0.

ПроизвольностьвекторногополяAвэтойформулеозначает
занулениевсехкоэффициентовприA

j
поотдельности.Это

условиевточностисовпадаетсправиломпреобразованияком-
понентсвязности(5.3).Воднусторонутеоремадоказана.

Перейдемдоказательствудостаточности.Пустьусловие
(5.3)выполнено.ВыберемнекотороетензорноеполеAти-
па(r,s)идокажем,чтовеличины,∇js+1A

i1...ir

j1...jsопределя-
емыеформулой(6.1),призаменекоординатпреобразуются
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ля,XиY—произвольныевекторныеполя,аξ—произвольное
скалярноеполе.

Внимательноерассмотрениетеоремы6.2иформулы(6.10),
показывает,чтотеорема6.2дословноповторяеттеорему5.2из
второйглавы,аформула(6.10)являетсядвумерныманалогом
формулы(5.5)изэтойжевторойглавы.Однако,приведен-
ноетамдоказательствоотноситсялишькслучаюевклидовой
связностивпространствеE.

Док-во.Выберемпроизвольнуюкриволинейнуюсистему
координатнаповерхностиипроведемдоказательствотеоремы
прямымивычислениямивкоординатах.ПустьC=A+B,где
AиB—тензорныеполятипа(r,s).Тогда

C
i1...ir

j1...js=A
i1...ir

j1...js+B
i1...ir

j1...js.

ПодстановкаC
i1...ir

j1...jsвформулу(6.1)дляковариантнойпроиз-
воднойпосленесложныхвычисленийдает:

∇js+1C
i1...ir

j1...js=∇js+1A
i1...ir

j1...js+∇js+1B
i1...ir

j1...js.

Остаетсялишьумножитьобечастиполученногоравенства
наX

js+1
ипросуммироватьпоповторяющемусяиндексуjs+1.

Применяяформулу(6.10),выводимтребуемоеравенствоиз
первогопунктатеоремы.

Заметим,чтовеличиныB
i1...ir

j1...jsвформуле(6.10)получают-
сякаклинейныекомбинациикомпонентвекторногополяX.
Пункты(2)и(3)теоремыявляютсянемедленнымиследствия-
миэтогозамечания.

Перейдемкпункту(4).ПоложимC=A⊗B.Тогдадля
компоненттензорногополяCимеем:

C
i1...ir+p

j1...js+q=A
i1...ir

j1...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q.(6.11)

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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Теперьостаетсялишьподставить(6.5),(6.8)и(6.9)вформулу
(6.3).ПриподстановкевеличиныV

[

m
0

]

иW
[

0
n

]

сокращают-
ся.Аостающаясяпослетакогосокращенияформулаесть
вточностиправилопреобразованиякомпоненттензоратипа
(r,s+1),записаннаяприменительнокполю∇A.Теорема6.1
полностьюдоказана.�

Теорема6.1даетуниверсальныймеханизмпостроениякова-
риантногодифференцирования.Достаточноиметьсвязность,
компонентыкоторойпреобразуютсяпоформуле(5.3).Для
сравнениямыимеемдвесвязности—этоевклидовасвязность
впространствеE,построеннаяприпомощидекартовыхси-
стемкоординат,исвязностьнаповерхностяхвE,компоненты
которойопределяютсяиздеривационныхформулВайнгарте-
на.Несмотрянаразличиевпроисхожденииэтихсвязно-
стей,соответствующиековариантныепроизводныеобладают
рядомобщихсвойств.Этисвойствапринятоформулироватьв
терминахковариантнойпроизводнойвдольвекторногополя.
ПустьX—некотороевекторноеполенаповерхности.Для
всякоготензорногополяAтипа(r,s)определимтензорное
полеB=∇XAтогожесамоготипа(r,s),задавегоформулой

B
i1...ir

j1...js=
2∑

q=1

X
q
∇qA

i1...ir

j1...js.(6.10)

Теорема6.2.Операцияковариантногодифференцирова-
ниятензорныхполейобладаетследующимисвойствами:

(1)∇X(A+B)=∇XA+∇XB;
(2)∇X+YA=∇XA+∇YA;
(3)∇ξ·XA=ξ·∇XA;
(4)∇X(A⊗B)=∇XA⊗B+A⊗∇XB;
(5)∇XС(A)=С(∇XA);

гдеAиB—произвольныедифференцируемыетензорныепо-
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каккомпонентытензорногополятипа(r,s+1).Рассмот-
римструктуруформулы(6.1):онасодержитпроизводную
∂A

i1...ir

j1...js/∂u
js+1иещеr+sслагаемых.Обозначимэтислагае-

мыечерезA
i1...ir

j1...js+1

[

m
0

]

иA
i1...ir

j1...js+1

[

0
n

]

:

∇js+1A
i1...ir

j1...js=∂A
i1...ir

j1...js/∂u
js+1

+

+
r∑

m=1

A
i1...ir

j1...js+1

[

m
0

]

−
s∑

n=1

A
i1...ir

j1...js+1

[

0
n

]

.
(6.3)

ПрименимкAправилопреобразованиякомпоненттензора
типа(r,s).Впервомслагаемомв(6.3)этодает:

∂A
i1...ir

j1...js

∂ujs+1=
∂

∂ujs+1





∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsÃ
p1...pr

q1...qs





=

=
∑

p1...pr

q1...qs

2∑

qs+1=1

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js

∂ũ
qs+1

∂ujs+1

∂Ã
p1...pr

q1...qs

∂ũqs+1+

+
r∑

m=1

∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...

∂S
im

pm

∂ujs+1
...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

jsÃ
p1...pr

q1...qs+

+
s∑

n=1

∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...
∂T

qn

jn

∂ujs+1...T
qs

jsÃ
p1...pr

q1...qs.

ЗдесьмыиспользовалиформулуЛейбницадлядифференци-
рованияпроизведенияиправилодифференцированияслож-
нойфункциидлязаменыдифференцированияпоu

js+1
на

дифференцированиепоũ
qs+1.Длядальнейшегопреобразова-

нияполученнойформулызаменимпроизводные∂ũ
qs+1

/∂u
js+1
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наT
qs+1

js+1согласноформулам(2.7)исделаемподстановки,ос-
нованныенатом,чтоSиT—взаимнообратныематрицы:

∂S
im

pm

∂ujs+1=−
2∑

vm=1

2∑

k=1

S
im

vm

∂T
vm

k

∂ujs+1
S

k
pm,

∂T
qn

jn

∂ujs+1=
2∑

wn=1

2∑

k=1

T
wn

jnS
k
wn

∂T
qn

k

∂ujs+1
.

(6.4)

Послевыполненияподстановок(6.4)удобнопоменятьместами
индексысуммированияpmcvmиqnсwn.Тогда

∂A
i1...ir

j1...js

∂ujs+1=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js×

×
(

2∑

qs+1=1

T
qs+1

js+1

Ã
p1...pr

q1...qs

∂ũqs+1−
r∑

m=1

V
[

m
0

]

+
s∑

n=1

W
[

0
n

]

)

,

(6.5)

гдедлясокращениязаписисделаныследующиеобозначения:

V
[

m
0

]

=
2∑

vm=1

2∑

k=1

S
k
vm

∂T
pm

k

∂ujs+1
Ã

p1...vm...pr

q1...qs,

W
[

0
n

]

=
2∑

wn=1

2∑

k=1

S
k
qn

∂T
wn

k

∂ujs+1
Ã

p1...pr

q1...wn...qs.

(6.6)

ТеперьрассмотримвеличиныA
i1...ir

j1...js+1

[

m
0

]

вформуле(6.3).
Они,очевидно,задаютсяследующимсоотношением:

A
i1...ir

j1...js+1

[

m
0

]

=
2∑

vm=1

Γ
im

js+1vmA
i1...vm...ir

j1...js.
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ПрименимкполюAправилопреобразованиякомпоненттен-
зоратипа(r,s).ДляA

i1...ir

j1...js+1

[

m
0

]

этодает:

A
i1...ir

j1...js+1

[

m
0

]

=
∑

p1...pr

q1...qs

2∑

vm=1

S
i1
p1...S

vm

pm...S
ir

pr×

×T
q1

j1...T
qs

js
Γ

im

js+1vmÃ
p1...pr

q1...qs.

(6.7)

Длядальнейшегопреобразованияполученноговыраженияис-
пользуемформулу(5.3),переписавеетак:

Γ
im

js+1vm=
2∑

k=1

S
im

k

∂T
k
vm

∂ujs+1+
2∑

k=1

2∑

q=1

2∑

qs+1=1

S
im

kT
qs+1

js+1T
q
vmΓ̃

k
qs+1q.

Сразупослеподстановкиэтоговыраженияв(6.7)сделаем
циклическоепереобозначениеиндексовсуммирования:заме-
нимrнаpm,pmнаvmиvmнаr.Частьсуммвполученном
выражениивычисляетсяявноприучететого,чтоматрицы
переходаSиT=S

−1
являютсяобратнымидругдлядруга:

A
i1...ir

j1...js+1

[

m
0

]

=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js×

×
(

2∑

qs+1=1

T
qs+1

js+1Ã
p1...pr

q1...qs+1

[

m
0

]

+V
[

m
0

]

)

.

(6.8)

ДлявеличинA
i1...ir

j1...js+1

[

0
n

]

врезультатеаналогичныхвыкладок
могутбытьполученыаналогичныевыражения:

A
i1...ir

j1...js+1

[

0
n

]

=
∑

p1...pr

q1...qs

S
i1
p1...S

ir

prT
q1

j1...T
qs

js×

×
(

2∑

qs+1=1

T
qs+1

js+1Ã
p1...pr

q1...qs+1

[

0
n

]

+W
[

0
n

]

)

.

(6.9)
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полнениивсехсформулированныхвышеусловийимеетместо
следующееинтегральноеравенство:

∮

γ

(

Pdu
1
+Qdu

2
)

=
∫∫

Ω

(

∂Q

∂u1−
∂P

∂u2

)

du
1
du

2
.(5.1)

Равенство(5.1)известнокакформулаГрина(см.[2]).Ра-
венство(5.1)выполненонаплоскости.Намжепотребуется
егообобщениенаслучайповерхностейвпространстве.При
такомобобщениикоординатнаяплоскостьu

1
,u

2
иликакая-то

еечастьиграетлишьролькарты.Реальнаяжегеометриче-
скаяобластьиограничивающийееконтуррасполагаютсяна
поверхности.Поэтомуинтегралывобеихчастяхформулы
Гринадолжныбытьпреобразованыктакомувиду,чтобыих
можнобылолегкозаписатьвлюбойкриволинейнойсистеме
координатнаповерхности,аихзначениянезависелибыот
конкретноговыборатакойсистемыкоординат.

Начнемсинтегралавлевойчасти(5.1).Такиеинтегралы
называютконтурнымиинтеграламивторогорода.Переобо-
значимPчерезv1,аQ—черезv2.Тогдаинтегралвлевой
частиформулы(5.1)запишетсятак:

I=
∮

γ

2∑

i=1

vi(u
1
,u

2
)du

i
.(5.2)

Дляфактическоговычисленияинтеграла(5.2)наконтуреγ
выбираетсяпараметризация,ионзадаетсяввидепараметри-
ческойкривой(1.1).Тогдазначениеинтегралавторогорода
вычисляетсяпоформуле:

I=±
b ∫

a

(

2∑

i=1

viu̇
i

)

dt.(5.3)

§8.ТЕНЗОРКРИВИЗНЫ.161

R
k
ijr=

∂Γ
k
ri

∂uj−
∂Γ

k
ji

∂ur+
2∑

q=1

Γ
k
jqΓ

q
ri−

2∑

q=1

Γ
k
rqΓ

q
ji,

R
k
jri=

∂Γ
k
ij

∂ui−
∂Γ

k
rj

∂ui+
2∑

q=1

Γ
k
rqΓ

q
ij−

2∑

q=1

Γ
k
iqΓ

q
rj.

Сложимвсевыписанныеравенстваиучтемсимметричность
символовКристоффеляпопаренижнихиндексов.Легкоубе-
диться,чтосуммавправойчастиоказываетсяравнойнулю.
Этодоказываетчетвертыйпункттеоремы.

Третийпункттеоремыявляетсяследствиемпервого,вто-
рогоичетвертогопунктов.Влевойчастиравенства,которое
нужнодоказать,стоитвеличинаRqrij.Одновременнаяпере-
становкаиндексовq↔rиi↔jнеменяетэтойвеличины:

Rqrij=Rrqji,(8.15)

чтовытекаетизпервогоивторогопунктовтеоремы.Приме-
нимккаждойизвеличинв(8.15)четвертыйпункттеоремы:

Rqrij=−Rqijr−Rqjri,

Rrqji=−Rrjiq−Rriqj.
(8.16)

ПроделаеманалогичныедействиясвеличинойRijqr,стоящей
вправойчастиравенства,котороетребуетсядоказать:

Rijqr=Rjirq.(8.17)

Ккаждойизвеличинв(8.17)применимпункт(4)теоремы:

Rijqr=−Riqrj−Rirjq,

Rjirq=−Rjrqi−Rjqir.
(8.18)

Сложимравенства(8.16)ивычтемизполученнойсуммыра-
венства(8.18).Нетруднопроверить,чтовсилупунктов(1)и
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(2)суммавправойчастирезультирующегоравенстваобраща-
етсявноль.Тогдавсилу(8.15)и(8.17)получаем:

2Rqrij−2Rijqr=0.

Последеленияна2мыприходимкравенству,котороеи
требовалосьдоказать.Теоремаполностьюдоказана.�

ТензоркривизныR,заданныйкомпонентами(8.4),имеет
индексынадвухуровнях.Рассмотримсвертку:

Rrj=
2∑

k=1

R
k
rkj.(8.19)

Формулу(8.19)дляRrjможнопреобразоватьквиду:

Rrj=
2∑

i=1

2∑

k=1

g
ik
Rirkj.

Отсюдавсилусимметричностиg
ik

ичетвертогопунктатео-
ремы8.2выводимсимметричностьRrj:

Rrj=Rjr.(8.20)

СимметричныйтензорRтипа(0,2)скомпонентами(8.19)
называетсятензоромРиччи.

Отметим,чтовозможныещедвесверткитензоракривизны.
Никакихновыхтензоровприэтомневозникает:

2∑

k=1

R
k
krj=0,

2∑

k=1

R
k
rik=−Rri.

§5.ИНТЕГРИРОВАНИЕНАПОВЕРХНОСТЯХ.191

Сохраняяскалярныепроизведения,операциявнутреннего
параллельногопереносавекторовсохраняетдлинывекторов
иуглымеждуними.Изавтопараллельностиметрического
тензораgиобратногометрическоготензораĝвытекаютсле-
дующиеформулы,аналогичные(7.9)изчетвертойглавы:

∇t

(

2∑

k=1

gikA
...k...
......

)

=
2∑

k=1

gik∇tA
...k...
......,

∇t

(

2∑

k=1

g
ik
A

......

...k...

)

=
2∑

k=1

g
ik
∇tA

......

...k....

(4.21)

Изформул(4.21),всвоюочередь,вытекаетследующийфакт.

Теорема4.4.Операциявнутреннегопараллельногопере-
носаперестановочнасподнятиемиопусканиеминдексов.

§5.Интегрированиенаповерхностях.
ФормулаГрина.

РассмотримпространствоR
2
.Изобразимеговвидеко-

ординатнойплоскостиu
1
,u

2
.Выберемвкоординатнойплос-

костиu
1
,u

2
односвязнуюобласть

Ω,ограниченнуюзамкнутымкон-
туромγ.Наконтуреγотме-
тимнаправлениеобхода(ориента-
цию)так,чтобыприобходевокруг
областиΩэтаобластьвсевре-
мяоставаласьслева.Нарисунке
такоенаправлениеобходаконтура
изображенострелкой.

Рассмотримпарунепрерывно
дифференцируемыхфункцийна

координатнойплоскости:P(u
1
,u

2
)иQ(u

1
,u

2
).Тогда,привы-
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Пустьaиb—двакасательныхвекторакповерхности,при-
крепленныхкначальнойточкенекоторойкривой.Ихскаляр-
ноепроизведениевычисляетсяпокомпонентамэтихвекторов
согласноследующейформуле:

(a|b)=
2∑

i=1

2∑

j=1

gija
i
b
j
.

Выполнимпараллельныйпереносвекторовaиbвдолькри-
вой,решивуравнение(4.8)ииспользовавкомпонентывекто-
ровaиbвкачественачальныхданных.Этоопределяетдве
векторнозначныефункцииa(t)иb(t)накривой.Рассмотрим
функциюψ(t),равнуюихскалярномупроизведению:

ψ(t)=(a(t)|b(t))=
2∑

i=1

2∑

j=1

gij(t)a
i
(t)b

j
(t).(4.20)

Согласноформуле(4.7)ковариантнаяпроизводная∇tψска-
лярногополясовпадаетcобычнойпроизводной.Поэтому

dψ

dt
=∇tψ=

2∑

i=1

2∑

j=1

(

∇tgija
i
b
j
+gij∇ta

i
b
j
+gija

i
∇tb

j
)

.

Здесьмыиспользовалипункты(2)и(3)теоремы4.2.Но
∇ta

i
=0и∇tb

j
=0всилутого,чтовектор-функцииa(t)и

b(t)полученыврезультатепараллельногопереносавекторов
aиb.Крометого,∇tgij=0всилуавтопараллельности
метрическоготензора.Дляскалярнойфункцииψ(t)из(4.20)
этодаетdψ/dt=0иψ(t)=(a|b)=const.Врезультате
приведенныхрассуждениймыдоказалиследующуютеорему.

Теорема4.3.Операциявнутреннегопараллельногопере-
носавектороввдолькривыхнаповерхностяхсохраняетска-
лярноепроизведениевекторов.

§8.ТЕНЗОРКРИВИЗНЫ.163

НоизтензораРиччиможнопостроитьскалярRпоформуле:

R=
2∑

r=1

2∑

j=1

Rrjg
rj
.(8.21)

СкалярR(u
1
,u

2
),определенныйформулой(8.21),называет-

сяскалярнойкривизнойповерхностивточкескоординатами
u

1
,u

2
.Скалярнаякривизна—этополнаясверткатензора

кривизныRскомпонентами(8.13):

R=
2∑

i=1

2∑

j=1

R
ij
ij.(8.22)

Формула(8.22)легковыводитсяиз(8.21).Всякиедругие
способысвертываниятензоракривизнынеприводятккаким-
тодругимскалярам,существенноотличнымот(8.21).

ПереходоткомпоненттензоракривизныR
kr
ijкскалярной

кривизнеR—этопотеряинформации.Шестнадцатьвеличин
мызаменяемодной.Однако,всилутеоремы8.2вдвумерном
случаеникакойпотериинформациинепроисходит.Действи-
тельно,вследствиетеоремы8.2компонентытензоракривизны
R

kr
ijкососимметричныповерхнейпареиндексовипонижней

пареиндексов.Присовпаденииk=rилиi=jонизану-
ляются.Поэтомуединственныененулевыекомпоненты—это
R

12
12,R

21
12,R

12
21иR

21
21,причемR

12
12=R

21
21=−R

21
12=−R

12
21.Из

формулы(8.22)всилусказанногополучаем:

R=R
12
12+R

21
21=2R

12
12.

РассмотримтензорDсоследующимикомпонентами:

D
kr
ij=

R

2

(

δ
k
iδ

r
j−δ

k
jδ

r
i

)

.
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ТензорDтакжекососимметриченповерхнейинижнейпарам
индексовиD

12
12=R

12
12.Отсюдавытекаетсовпадениетензоров

D=R.Запишемэтовкомпонентах:

R
kr
ij=

R

2

(

δ
k
iδ

r
j−δ

k
jδ

r
i

)

.(8.23)

Опускаяверхнийиндексr,изформулы(8.23)получаем:

R
k
rij=

R

2

(

δ
k
igrj−δ

k
jgri

)

.(8.24)

Формула(8.24)определяеткомпонентытензоракривизнына
произвольнойповерхности.ДлятензораРиччиэтодает:

Rij=
R

2
gij.(8.25)

ТензорРиччипроизвольнойповерхностипропорционаленмет-
рическомутензору.

Замечание.Тензоркривизны,построенныйпосиммет-
ричнойсвязности(7.5),обладаетещеодним(пятым)свой-
ством,котороевыражаетсявследующемравенстве:

∇kR
q
rij+∇iR

q
rjk+∇jR

q
rki=0.(8.26)

Соотношение(8.23)известнокактождествоБьянки.Однако
дляповерхностей(вразмерности2)оностановитсятривиаль-
нымследствиемпервогопунктатеоремы8.2.Поэтомуего
выводмыздесьнеприводим.

§9.УравненияГауссаиПетерсона-Кодацци.

РассмотримвновьдеривационныеформулыВайнгартена
(4.11).Ихможнотрактоватькаксистемуиздевятивектор-
ныхуравненийотносительнотрехвектор-функцийE1(u

1
,u

2
),

§4.ВНУТРЕННИЙПАРАЛЛЕЛЬНЫЙПЕРЕНОС...189

тензорныхполейнакривые,выраженноеформулой(4.17),
проявляетсяпридифференцировании:

dA
i1...ir

j1...js

dt
=

2∑

q=1

∂A
i1...ir

j1...js

∂uqu̇
q
.(4.18)

Подстановка(4.18)вформулу(4.7)позволяетвыделитьобщий
множительu

q
присуммированиипоq.Послевыделения

такогомножителяобнаруживаем:

∇tA
i1...ir

j1...js=
2∑

q=1

u̇
q
∇qA

i1...ir

j1...js.(4.19)

Формула(4.19)показывает,чтоковариантнаяпроизводная
сужениятензорногополяAнакривуюпопараметруtна
этойкривойестьсверткаковариантногодифференциала∇A
скасательнымвекторомкривой.

Пусть∇A=0.Тогдавсилу(4.19)сужениеполяAна
любуюкривуюестьтензорнозначнаяфункция,удовлетворя-
ющаяуравнениюпараллельногопереноса(4.8).Значения
такогополяAвразличныхточкахсвязаныдругсдругом
параллельнымпереносомвдольлюбойкривой,соединяющей
этиточки.

Определение4.1.ТензорноеполеAназываетсяавтопа-

раллельнымиликовариантноконстантным,еслиегоковари-
антныйдифференциалравеннулютождественно:∇A=0.

Некоторыеизизвестныхтензорныхполейнаповерхности
имеюттождественнонулевойковариантныйдифференциал:
этометрическийтензорg,обратныйметрическийтензорĝи
тензор(псевдотензор)площадиτ.Автопараллельностьэтих
полейиграетважнуюрольдляописаниявнутреннегопарал-
лельногопереноса.
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Нетруднозаметить,что(4.13)и(4.14)отличаютсялишьзна-
ком.Дляэтогодостаточнозаменитьkнаvиwнаkвформуле
(4.14).Одновременноедобавление(4.13)и(4.14)к(4.12)не
нарушаетравенства.Поэтому(4.12)можнопереписатьтак:

∇js+1B
i1...ir

j1...js=
2∑

k=1

∇js+1A
i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1kjq...js.(4.15)

Соотношение(4.15)доказываеттретийпункттеоремы,авме-
стеснимивсютеоремувцелом.�

Призаменепараметризациикривойновыйпараметрt̃дол-
женбытьстрогомонотоннойфункциейстарогопараметраt
(подробнеесм.§2впервойглаве).Притакойрепараметриза-
циикривойпроизводные∇t̃и∇tсвязанысоотношением

∇tA=
dt̃(t)
dt·∇t̃A(4.16)

длялюбойтензорнозначнойфункцииAнакривой.Этосо-
отношениеестьпростоеследствиеформулы(4.7)иправила
дифференцированиясложнойфункции.Оноявляетсяана-
логомсвойства(3)дляпроизводной∇Xвтеореме6.2из
четвертойглавы.

ПустьA—некотороетензорноеполетипа(r,s)наповерх-
ности.Заданиетакогополяозначает,чтовкаждойточке
поверхностизадантензортипа(r,s).Выделивизвсехточек
поверхноститолькоточки,принадлежащиенекоторойкривой,
изтензорногополяAмыполучимтензорнозначнуюфункцию
A(t)наэтойкривой.Вкомпонентахэтозаписываетсятак:

A
i1...ir

j1...js(t)=A
i1...ir

j1...js(u
1
(t),u

2
(t)).(4.17)

ПостроеннаятакимспособомфункцияA(t)называетсясуже-

ниемтензорногополяAнакривую.Спецификасужений

§9.УРАВНЕНИЯГАУССАИПЕТЕРСОНА-КОДАЦЦИ.165

E2(u
1
,u

2
)иn(u

1
,u

2
).Числоуравненийпревосходитчисло

функций.Протакиесистемыговорят,чтоонипереопределе-

ны.Переопределенныесистемыуравненийсодержатэлемент
избыточности.Изнихобычноможновывестиновыеурав-
нения,невходящиевисходнуюсистему.Такиеуравнения
называютсядифференциальнымиследствиямиилиусловиями

совместностиисходныхуравнений.
Вкачествепримерарассмотримсистемуиздвухуравнений

относительнофункцииf=f(x,y)следующеговида:

∂f

∂x
=a(x,y),

∂f

∂y
=b(x,y).(9.1)

Продифференцируемпервоеуравнение(9.1)поy,авторое—
поx,послечеговычтемодноиздругого:

∂a

∂y−
∂b

∂x
=0.(9.2)

Уравнение(9.2)—этоусловиесовместностисистемыуравне-
ний(9.1).Оноявляетсянеобходимымусловиемсуществования
функцииf(x,y),удовлетворяющейуравнениям(9.1).

Аналогичнымобразомможновывестиусловиясовместно-
стидлясистемыуравненийВайнгартена(4.11).Запишем
первоеизуравнений(4.11)вформе:

∂Ek

∂uj=
2∑

q=1

Γ
q
jk·Eq+bjk·n.(9.3)

Продифференцируемсоотношение(9.3)попеременнойu
i

и
вычислимвозникающиеприэтомпроизводные∂Ek/∂u

i
и
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∂n/∂u
i
согласнодеривационнымформулам(4.11):

∂Ek

∂ui∂uj=

(

∂bjk

∂ui+
2∑

q=1

Γ
q
jkbiq

)

·n+

+
2∑

q=1

(

∂Γ
q
jk

∂ui+
2∑

s=1

Γ
s
jkΓ

q
is−bjkb

q
i

)

·Eq.

(9.4)

Поменяемместамииндексыiиjвформуле(9.4).Значе-
ниевторойсмешаннойпроизводнойнезависитотпорядка
дифференцирования,поэтомузначениелевойчастиприта-
койперестановкеиндексовнеизменится.Вычтемполученное
соотношениеиз(9.4).Этодает:

2∑

k=1

(

∂Γ
q
jk

∂ui−
∂Γ

q
ik

∂uj+
2∑

s=1

Γ
s
jkΓ

q
is−

2∑

s=1

Γ
s
ikΓ

q
js

)

·Eq+

+
(

bikb
q
j−bjkb

q
i

)

·Eq+

+

(

∂bjk

∂ui+
2∑

q=1

Γ
q
jkbiq−

∂bik
∂uj−

2∑

q=1

Γ
q
ikbjq

)

·n=0.

ВектораE1,E2иn,составляющиеподвижныйрепер,линейно
независимы.Поэтомуполученноесоотношениеможноразбить
надваотдельныхравенства:

∂Γ
q
jk

∂ui−
∂Γ

q
ik

∂uj+
2∑

s=1

Γ
s
jkΓ

q
is−

2∑

s=1

Γ
s
ikΓ

q
js=bjkb

q
i−bikb

q
j,

∂bjk

∂ui−
2∑

q=1

Γ
q
ikbjq=

∂bik
∂uj−

2∑

q=1

Γ
q
jkbiq.
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нуюздесьгромоздкуюформулуможнопреобразоватьтак:

∇t

(

A
i1...ir

j1...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q

)

=
(

∇tA
i1...ir

j1...js

)

×

×B
ir+1...ir+p

js+1...js+q+A
i1...ir

j1...js

(

∇tB
ir+1...ir+p

js+1...js+q

)

.

(4.10)

Теперьнетрудновидеть,чтовыведеннаяформула(4.10)дока-
зываетвторойпункттеоремы.

РассмотримдветензорнозначныефункцииA(t)иB(t),од-
наизкоторыхестьсверткадругой:

B
i1...ir

j1...js=
2∑

k=1

A
i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1kjq...js.(4.11)

Подставим(4.11)вформулу(4.7).Для∇tB
i1...ir

j1...jsэтодает:

∇tB
i1...ir

j1...js=
2∑

k=1

dA
i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1kjq...js

dt
+

+
r∑

m=1

2∑

k=1

2∑

q=1

2∑

vm=1

Γ
im

qvmu̇
q
A

i1...vm...k...ir

j1...jq−1kjq...js−(4.12)

−
s∑

n=1

2∑

k=1

2∑

q=1

2∑

wn=1

Γ
wn

qjnu̇
q
A

i1...ip−1kip...ir

j1...wn...k...js.

Вформуле(4.12)индексvmможетрасполагатьсякаклевее
индексаk,такиправееего.Тожесамоеотноситсяикwn.
Однако,внейнетслагаемых,когдаvmилиwnзамещают
индексk.Такиеслагаемыесогласно(4.7)имелибывид:

2∑

k=1

2∑

q=1

2∑

v=1

Γ
k
qvu̇

q
A

i1...ip−1vip...ir

j1...jq−1kjq...js,(4.13)

−
2∑

k=1

2∑

q=1

2∑

w=1

Γ
w
qku̇

q
A

i1...ip−1kip...ir

j1...jq−1wjq...js.(4.14)
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воднойпосленесложныхвычисленийдает:

∇tC
i1...ir

j1...js=∇tA
i1...ir

j1...js+∇tB
i1...ir

j1...js.

Этодоказываетсоотношениевпервомпунктетеоремы.
Перейдемкпункту(2).ПоложимC=A⊗B.Тогдадля

компоненттензорногополяCимеем:

C
i1...ir+p

j1...js+q=A
i1...ir

j1...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q.(4.9)

ПодставимвеличиныC
i1...ir+p

j1...js+qиз(4.9)вформулу(4.8)для
ковариантнойпроизводной.Врезультатетакойподстановки
длякомпонентполя∇tCвыводимследующеевыражение:

∇tC
i1...ir+p

j1...js+q=
(

dA
i1...ir

j1...js/dt
)

B
ir+1...ir+p

js+1...js+q+

+A
i1...ir

j1...js

(

dB
ir+1...ir+p

js+1...js+q/dt
)

+

+
r∑

m=1

2∑

q=1

2∑

vm=1

Γ
im

vmu̇
q
A

i1...vm...ir

j1...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q+

+
r+p
∑

m=r+1

2∑

q=1

2∑

vm=1

A
i1...ir

j1...js
Γ

im

vmu̇
q
B

ir+1...vm...ir+p

js+1...js+q−

−
s∑

n=1

2∑

q=1

2∑

wn=1

Γ
wn

jnu̇
q
A

i1...ir

j1...wn...jsB
ir+1...ir+p

js+1...js+q−

−
s+q
∑

n=s+1

2∑

q=1

2∑

wn=1

A
i1...ir

j1...js
Γ

wn

jnu̇
q
B

ir+1...ir+p

js+1...wn...js+q.

Заметим,чтопослеприведенияподобныхслагаемыхполучен-
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Заметим,чтолеваячастьпервогоизэтихсоотношений—это
выражениедлякомпоненттензоракривизны(см.(8.4)).Это
позволяетпереписатьеготак:

R
q
kij=bjkb

q
i−bikb

q
j.(9.5)

Второесоотношениетакжеможноупростить,переписавтак:

∇ibjk=∇jbik.(9.6)

Этотфактлегкопроверитьнепосредственно,преобразовав
(9.6)обратнокисходномувиду.

Уравнения(9.5)и(9.6)—этодифференциальныеследствия
деривационныхформулВайнгартена(4.11).Первоеизних
известнокакуравнениеГаусса,авторое—какуравнение
Петерсона-Кодацци.

ТензорноеуравнениеГаусса(9.5)содержит16отдельных
равенств.Однако,всилусоотношения(8.24)невсеони
независимы.Дляупрощения(9.5)произведемвнемподнятие
нижнегоиндексаk.Этодает:

R

2

(

δ
q
iδ

k
j−δ

q
jδ

k
i

)

=b
q
ib

k
j−b

q
jb

k
i.(9.7)

Выражениевправойчасти(9.7)кососимметричноповерхней
ипонижнейпараминдексов.Каждыйизиндексовв(9.7)про-
бегаеттолькодвазначения,поэтомуправуючастьуравнения
(9.7)можнопреобразоватьквиду:

b
q
ib

k
j−b

q
jb

k
i=B

(

δ
q
iδ

k
j−δ

q
jδ

k
i

)

.(9.8)

Подставивq=1,k=2,i=1иj=2вформулу(9.8),для
величиныBв(9.8)получаем:

B=b
1
1b

2
2−b

1
2b

2
1=det(b

k
i)=K,
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гдеK—гауссовакривизнаповерхности(см.формулу(5.12)).
Приведенныерассужденияпоказывают,чтоуравнениеГаусса
(9.5)эквивалентноровноодномускалярномууравнению

R=2K,(9.9)

котороесвязываетскалярнуюигауссовукривизну.Этоурав-
нениетакженазываетсяуравнениемГаусса.

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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Корректностьопределениявнутреннегопараллельногопере-
носауравнением(4.8)вытекаетиздвумерногоаналогатеоре-
мы8.2изтретьейглавы.

Теорема4.1.Длявсякойвнутреннейтензорнозначной
функцииA(t)типа(r,s),определеннойвточкахпараметри-

ческойкривойнанекоторойповерхности,величиныB
i1...ir

j1...js=

∇tA
i1...ir

j1...js,вычисленныепоформуле(4.7),определяюттензор-

нозначнуюфункциюB(t)=∇tAтогожесамоготипа(r,s),
чтоиисходнаяфункцияA(t).

Доказательствоэтойтеоремыпрактическидословноповто-
ряетдоказательствотеоремы8.2втретьейглаве.Поэтомумы
егоздесьнеприводим.

Ковариантноедифференцирование∇t,определяемоефор-
мулой(4.7),обладаетрядомсвойств,сходныхсосвойства-
миковариантногодифференцированиявдольвекторногополя
∇X(см.формулу(6.10)итеорему6.2вчетвертойглаве).

Теорема4.2.Операцияковариантногодифференцирова-
ниятензорнозначныхфункцийпопараметруtвдолькривых
наповерхностяхобладаетследующимисвойствами:

(1)∇t(A+B)=∇tA+∇tB;
(2)∇t(A⊗B)=∇tA⊗B+A⊗∇tB,
(3)∇tС(A)=С(∇tA);

Док-во.Выберемпроизвольнуюкриволинейнуюсистему
координатнаповерхностиипроведемдоказательствотеоремы
прямымивычислениямивкоординатах.ПустьC=A+B.
ТогдадлякомпоненттензорнозначнойфункцииC(t)имеем:

C
i1...ir

j1...js=A
i1...ir

j1...js+B
i1...ir

j1...js.

ПодстановкаC
i1...ir

j1...jsвформулу(4.7)дляковариантнойпроиз-
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Всилутого,чтофункцииa
i
(t)удовлетворяютуравнениям

(4.1),коэффициентыпривекторахEiзануляются:

da
dt

=

(

2∑

j=1

2∑

k=1

bjku̇
j
a

k

)

·n.(4.5)

Коэффициентпривекторенормалиnвформуле(4.5)опре-
деляетсявторойквадратичнойформойповерхности.Этозна-
чениесоответствующейсимметричнойбилинейнойформына
паревекторов—навектореaикасательномвектореτ:

da
dt

=b(τ,a)·n.(4.6)

Уравнение(4.6)называетсявнешнимуравнениемвнутреннего

параллельногопереносанаповерхностях.
Операцияпараллельногопереносаможетбытьобобщенана

случайвнутреннихтензоровпроизвольноготипа(r,s).Для
этойцелибылаопределенаоперацияковариантногодиффе-
ренцированиятензорныхфункцийнакривыхпопараметруt
(см.формулу(8.10)изтретьейглавы).Двумерныйвариант
этойформулыимеетвид:

∇tA
i1...ir

j1...js=
dA

i1...ir

j1...js

dt
+

+
r∑

m=1

2∑

q=1

2∑

vm=1

Γ
im

qvmu̇
q
A

i1...vm...ir

j1...js−

−
s∑

n=1

2∑

q=1

2∑

wn=1

Γ
wn

qjnu̇
q
A

i1...ir

j1...wn...js.

(4.7)

Втерминахковариантнойпроизводной(4.7)уравнениевнут-
реннегопараллельногопереносадляполяAимеетвид:

∇tA=0.(4.8)

ГЛАВАV

КРИВЫЕНАПОВЕРХНОСТЯХ.

§1.Параметрическоеуравнениекривой
наповерхности.

Пустьr(t)—векторно-параметрическоеуравнениедиффе-
ренцируемойкривой,всеточкикоторойлежатнанекоторой
дифференцируемойповерхности.ПустьфрагментDэтойпо-
верхности,содержащийточкикривой,картирован,тоестьна
немвведеныкриволинейныекоординатыu

1
,u

2
.Этоозначает,

чтоимеетсябиективноеотображениеu:D→U,переводящее
точкикривойвнекоторуюобластьU⊂R

2
.КриваявкартеU

ужеизображаетсянетремя,адвумяфункциямипараметраt:

{

u
1

=u
1
(t),

u
2

=u
2
(t)

(1.1)

(ср.сформулами(1.14)изчетвертойглавы).Обратное
отображениеu

−1
задаетсявектор-функцией

r=r(u
1
,u

2
),(1.2)

определяющейрадиус-векторыточекповерхности.Поэтому

r(t)=r(u
1
(t),u

2
(t)).(1.3)



170ГЛАВАV.КРИВЫЕНАПОВЕРХНОСТЯХ.

Дифференцирование(1.3)поtопределяетвекторτ:

τ(t)=
2∑

i=1

u̇
i
·Ei(u

1
(t),u

2
(t)).(1.4)

Этокасательныйвекторккривой(ср.сформулами(1.15)из
четвертойглавы).Формула(1.4)показывает,чтовекторτле-
житвкасательнойплоскостикповерхности.Этопроявление
того,чтосамакриваяцеликомлежитнаповерхности.

Призаменекриволинейнойсистемыкоординатнаповерх-
ностипроизводныеu̇

i
преобразуютсякаккомпонентытензора

типа(1,0).Ониопределяютвнутреннее(двумерное)представ-
лениевектораτвкарте.Формула(1.4)позволяетпереходить
отвнутреннегоквнешнему(трехмерному)представлениюэто-
говектора.Нашаосновнаяцельвэтойглаве—описать
трехмернуюгеометриюкривыхнаповерхностивтерминахее
двумерногопредставлениявкарте.

Важнымобъектомвтеориикривыхявляетсяинтегралдли-
ны,см.формулу(2.3)впервойглаве.Подстановка(1.4)вэту
формулудает:

L=

b ∫

a

√

√

√

√

2∑

i=1

2∑

j=1

giju̇iu̇jdt.(1.5)

Подинтегральноевыражениев(1.5)—этодлинавектораτ

вовнутреннемпредставлении.Еслиs=s(t)—натуральный
параметр,то,обозначивdu

i
=u̇

i
dt,мыможемзаписать:

ds
2

=
2∑

i=1

2∑

j=1

gijdu
i
du

j
.(1.6)

Формула(1.6)оправдываетназвание«перваяквадратичная
форма»дляметрическоготензора:квадратдифференциала
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Пустьнанекоторомфрагментеповерхностиопределены
криволинейныекоординатыu

1
,u

2
изаданапараметрическая

кривая(1.1).Рассмотримнекоторыйкасательныйвекторaк
поверхностивначальнойточкеэтойкривойприt=0.Век-
торaимеетвнутреннеепредставление:этодвачислаa

1
,a

2
—

егокомпоненты.ПоставимзадачуКошидляуравнений(4.1),
задавследующиеначальныеданныеприt=0:

a
1
(t)

t=0

=a
1
,a

2
(t)

t=0

=a
2
.(4.2)

РешениезадачиКоши(4.2)даетдвефункцииa
1
(t)иa

2
(t),

которыеопределяютвектораa(t)вовсехточкахкривой.Опи-
саннуюпроцедуруназываютвнутреннимпараллельнымпере-

несениемвектораaвдолькривойнаповерхности.
Рассмотримвнутреннеепараллельноеперенесениевектора

aсточкизрениявнешней(трехмерной)геометриипростран-
стваE,вкоторомнаходитсярассматриваемаяповерхность.
Связьмеждувнутреннимивнешнимпредставлениемкаса-
тельныхвекторовкповерхностизадаетсяформулой:

a=
2∑

i=1

a
i
·Ei.(4.3)

Продифференцируемравенство(4.3)поt,считая,чтоa
1

иa
2

зависятотtкакрешенияуравнения(4.1):

da
dt

=
2∑

i=1

ȧ
i
·Ei+

2∑

i=1

2∑

j=1

a
i
·
∂Ei

∂uj·u̇
j
.(4.4)

Производные∂Ei/∂u
j

вычислимподеривационнымформулам
Вайнгартена(см.формулы(4.11)вчетвертойглаве).Тогда

da
dt

=
2∑

i=1

(

ȧ
i
+

2∑

j=1

2∑

k=1

Γ
i
jku̇

j
a

k

)

·Ei+

(

2∑

j=1

2∑

k=1

bjku̇
j
a

k

)

·n.
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Длятакихвеличинизвыведеннойвышеформулыполучаем:

−U
q

=ü
q
+

2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

k=1

g
qk

2

(

∂gkj

∂ui+
∂gik

∂uj−
∂gij

∂uk

)

u̇
i
u̇

j
.

Сравнимэтуформулусформулой(7.5)изчетвертойглавы,
определяющейкомпонентысвязности.Этодает:

−U
q

=ü
q

+
2∑

i=1

2∑

j=1

Γ
q
iju̇

i
u̇

j
.(3.11)

Теперьдостаточносравнить(3.11)суравнениемгеодезиче-
скихлиний(2.15),чтобыполучитьU

q
=0.ВеличиныUk

получаютсяизвеличинU
q

опусканиеминдексапоформуле

Uk=
2∑

q=1

gkqU
q
.

ПоэтомувеличиныUkтакжеравнынулю.Отсюданемед-
ленновытекаетравенство(3.4),которое,какраз,иозначает
выполнениеусловияэкстремальностидлягеодезическихли-
ний.Теоремадоказана.�

§4.Внутреннийпараллельныйперенос
наповерхностях.

Уравнениягеодезическихлинийвевклидовомпростран-
ствеEвформе(8.18)былиполученывтретьейглавепри
рассмотрениипараллельногопереносавектороввкриволиней-
ныхкоординатах.Полученноетамуравнениепараллельного
переноса(8.6)можетбытьперенесеновдвумернуюситуацию:

ȧ
i
+

2∑

j=1

2∑

k=1

Γ
i
jku̇

j
a

k
=0.(4.1)

Уравнение(4.1)называетсяуравнениемвнутреннегопарал-

лельногопереносавектороввдолькривыхнаповерхностях.

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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длиныds
2

естьквадратичнаяфункцияотдифференциалов
координатныхфункцийвкарте.Еслиt=sестьнатуральная
параметризациякривой,тоимеетместосоотношение

2∑

i=1

2∑

j=1

giju̇
i
u̇

j
=1,(1.7)

котороепростовыражаетфактединичностидлиныкасатель-
ноговекторакривойτвнатуральнойпараметризации(см.§2
изпервойглавы).

§2.Геодезическаяинормальнаякривизнакривой.

Пустьt=s—натуральныйпараметрдляпараметриче-
скойкривой,заданнойуравнениями(1.1)вкриволинейных
координатахнанекоторойповерхности.Продифференциру-
емкасательныйвекторτ(s)такойкривой(1.4)попараметру
s.Производнаялевойчастисоотношения(1.4)определяется
формуламиФрене(3.8)изпервойглавы:

k·nкр=
2∑

k=1

ü
k
·Ek+

2∑

i=1

2∑

j=1

u̇
i
·
∂Ei

∂uj·u̇
j
.(2.1)

Черезnкрмыобозначилиединичныйвекторнормаликкри-
вой,чтобыотличатьегоединичноговекторанормаликпо-
верхностиn.Длявычисленияпроизводных∂Ei/∂u

j
приме-

нимдеривационныеформулыВайнгартена(4.11).Этодает:

k·nкр=
2∑

k=1

(

ü
k

+
2∑

i=1

2∑

j=1

Γ
k
jiu̇

i
u̇

j

)

·Ek+

+

(

2∑

i=1

2∑

j=1

biju̇
i
u̇

j

)

·n.
(2.2)
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Обозначимчерезkнормкоэффициентпередвекторомnвфор-
муле(2.2).Этавеличинаназываетсянормальнойкривизной:

kнорм=
2∑

i=1

2∑

j=1

biju̇
i
u̇

j
.(2.3)

Вотличиеоткривизныk,котораянеотрицательна,нормаль-
наякривизнакривой(2.3)можетбытькакположительной,
такиотрицательной.Исходяиз(2.3),перепишемсамосоот-
ношение(2.2)вследующемвиде:

k·nкр−kнорм·n=
2∑

k=1

(

ü
k

+
2∑

i=1

2∑

j=1

Γ
k
jiu̇

i
u̇

j

)

·Ek.(2.4)

Векторвправойчасти(2.4)естьлинейнаякомбинациявек-
торовE1иE2,образующихбазисвкасательнойплоскости
кповерхности.Поэтомуэтотвекторлежитвкасательной
плоскости.Егодлинаназываетсягеодезическойкривизной:

kгеод=

∣

∣

∣

∣

∣

2∑

k=1

(

ü
k

+
2∑

i=1

2∑

j=1

Γ
k
jiu̇

i
u̇

j

)

·Ek

∣

∣

∣

∣

∣

.(2.5)

Всилуформулы(2.5)геодезическаякривизнакривойвсегда
неотрицательна.Еслиkгеод6=0,сучетомобозначения(2.5)
можноопределитьединичныйвекторnвнипереписатьфор-
мулу(2.4)вследующемвиде:

k·nкр−kнорм·n=kгеод·nвн.(2.6)

Единичныйвекторnвнвформуле(2.6)называетсявектором

внутреннейнормаликривойнаповерхности.
Всилу(2.6)векторnвнестьлинейнаякомбинациявекторов

nкриn,которыеперпендикулярныединичномувекторуτ,ле-
жащемувкасательнойплоскости.Значит,nвн⊥τ.Сдругой
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Подставимh=0вполученнуювышеформулудляпроиз-
воднойdL/dh.Притакойподстановкевеличинаλвзнамена-
теледробейстановитсяединицейλ(t,0)=1.Этовытекаетиз
(1.7)всилутого,чтопараметрtестьнатуральныйпараметр
наисходнойгеодезическойлинии.Тогда

dL(h)
dhh=0

=
2∑

i=1

2∑

k=1

a∫

0

(

2∑

j=1

∂gij

∂uk

u̇
i
u̇

j

2−
d(giku̇

i
)

dt

)

δu
k
dt.

Посколькузависимостиотhвполученномвыражениибольше
нет,мызамениличастнуюпроизводнуюпоtнаd/dt.Все
дальнейшиевычислениявправойчастиотносятсякисходной
геодезическойлинии,накоторойt—натуральныйпараметр.

Внесемсуммыпоiиkподзнакинтегралаивычислим
коэффициентыприδu

k
,обозначивэтивеличинычерезUk:

Uk=
2∑

i=1

(

2∑

j=1

∂gij

∂uk

u̇
i
u̇

j

2−
d(giku̇

i
)

dt

)

=

=
2∑

i=1

2∑

j=1

(

1
2
∂gij

∂uk−
∂gik

∂uj

)

u̇
i
u̇

j
−

2∑

i=1

gikü
i
.

(3.10)

Всилусимметричностиu̇
i
u̇

j
второеслагаемоевскобкахв

формуле(3.10)можноразбитьнадва.Этодает:

Uk=
2∑

i=1

2∑

j=1

1
2

(

∂gij

∂uk−
∂gik

∂uj−
∂gjk

∂ui

)

u̇
i
u̇

j
−

2∑

i=1

gikü
i
.

ТеперьпроизведемподнятиеиндексаkвUk,тоестьрассмот-
римвеличиныU

q
,определяемыеформулой:

U
q

=
2∑

k=1

g
qk
Uk.
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Длятого,чтобыисключитьодновременноедифференцирова-
ниепоtиhпреобразуеминтеграл(3.7),применивкнему
приеминтегрированияпочастям:

a∫

0

giku̇
i

√
λ

∂u̇
k

∂h
dt=

giku̇
i

√
λ

∂u
k

∂h

a

0

−
a∫

0

∂

∂t

(

giku̇
i

√
λ

)

∂u
k

∂h
dt.

Продифференцируемравенства(3.2)поh.Врезультатеэтого
получим,чтопроизводные∂u

k
/∂hобращаютсявнольнакон-

цахотрезкаинтегрированияпоt.Поэтомувнеинтегральные
слагаемыеприинтегрировании(3.7)почастямзануляются:

I2=−
2∑

i=1

2∑

k=1

a∫

0

∂

∂t

(

giku̇
i

√
λ

)

∂u
k

∂h
dt.(3.8)

ТеперьсложиминтегралыI1иI2из(3.6)и(3.8).Дляпроиз-
воднойdL/dhвформуле(3.5)этодает:

dL(h)
dh

=
2∑

i=1

2∑

k=1

a∫

0

(

2∑

j=1

∂gij

∂uk

u̇
i
u̇

j

2
√
λ
−
∂

∂t

(

giku̇
i

√
λ

)

)

∂u
k

∂h
dt.

Вполученномвыраженииподзнакоминтегралаединствен-
нымвхождениемпроизводныхпоhявляютсяпроизводные
∂u

k
/∂h.Дляихзначенийприh=0введемобозначения

δu
k

=
∂u

k

∂hh=0

.(3.9)

Величиныδu
k

=δu
k
(t)в(3.9)называютсявариациямикоор-

динатнаисходнойкривой.Отметим,чтопризаменекриво-
линейныхкоординатэтивеличиныпреобразуютсякаккомпо-
нентывектора(хотяэтотфактинеимеетникакогозначения
длядоказательстватеоремы).
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стороны,каклинейнаякомбинациявекторовE1иE2век-
торnвнсамлежитвкасательной
плоскости.Этоопределяетегос
точностьюдознака:

nвн=±[τ,n].(2.7)

Соотношение(2.7)позволяетдо-
определитьвекторnвнивтехточ-
кахкривой,гдегеодезическаякри-
визнаобращаетсявноль.

Перенесемkнорм·nвправую
часть(2.6).Тогдаполучится

k·nкр=kгеод·nвн+kнорм·n.(2.8)

Соотношение(2.8)можнотрактовать,какразложениевектора
k·nкрнадвевзаимноперпендикулярныекомпоненты.Отсюда

k
2

=(kгеод)
2
+(kнорм)

2
.(2.9)

Формула(2.3)определяетвеличинунормальнойкривизны
внатуральнойпараметризацииt=s.Перепишемеетак:

kнорм=

2∑

i=1

2∑

j=1

biju̇
i
u̇

j

2∑

i=1

2∑

j=1

giju̇
i
u̇

j

.(2.10)

Внатуральнойпараметризации(2.10)совпадаетс(2.3)по
причине(1.7).Припереходекпроизвольнойпараметризации
всепроизводныеu̇

i
умножаютсянаодинитотжемножитель:

du
i

dt
=
du

i

ds

ds

dt
.(2.11)
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Ноправаячасть(2.10)нечувствительнактакомуизменению
u̇

i
,поэтому(2.10)определяетнормальнуюкривизнукривойв

произвольнойпараметризации.
Формула(2.10)показывает,чтонормальнаякривизна—это

оченьгрубаяхарактеристикакривой.Онаопределяетсялишь
направлениемеекасательноговектораτвкасательнойплос-
кости.Компонентыматрицgijиbijхарактеризуютнекривую,
аточкуповерхности,черезкоторуюэтакриваяпроходит.

Пустьa—некоторыйвектор,касательныйкповерхности.
Вкриволинейнойсистемекоординатu

1
,u

2
онзадаетсядвумя

числамиa
1
,a

2
—коэффициентамиегоразложенияповек-

торамE1иE2.Рассмотримзначениевторойквадратичной
формыповерхностинаэтомвекторе:

b(a,a)=
2∑

i=1

2∑

j=1

bija
i
a

j
.(2.12)

Определение2.1.Направление,задаваемоененулевым
векторомaвкасательнойплоскости,называетсяасимпто-

тическимнаправлением,еслизначениевторойквадратичной
формы(2.12)натакомвектореравнонулю.

Отметим,чтоасимптотическиенаправлениясуществуют
лишьвтехточкахповерхности,гдевтораяквадратичная
формазнакопеременналибовырождена.Впервомслучае
гауссовакривизнаотрицательна:K<0,авовторомона
равнанулю:K=0.Вточках,гдеK>0,асимптотических
направленийнесуществует.

Определение2.2.Криваянаповерхности,касательный
векторτкоторойвовсехточкахлежитвасимптотическом
направлении,называетсяасимптотическойлинией.

Всилуформулы(2.12)уравнениеасимптотическойлинии
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Вычислимпроизводную,стоящуювчислителедробив(3.5):

∂λ

∂h
=

∂

∂h

(

2∑

i=1

2∑

j=1

giju̇
i
u̇

j

)

=
2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

k=1

∂gij

∂uk

∂u
k

∂h
u̇

i
u̇

j
+

+
2∑

k=1

2∑

i=1

2∑

j=1

gij

∂(u̇
i
u̇

j
)

∂u̇k

∂u̇
k

∂h
=

2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

k=1

∂gij

∂uk

∂u
k

∂h
u̇

i
u̇

j
+

+
2∑

k=1

2∑

i=1

2∑

j=1

gijδ
i
ku̇

j∂u̇
k

∂h
+

2∑

k=1

2∑

i=1

2∑

j=1

giju̇
i
δ

j
k

∂u̇
k

∂h
.

НаличиесимволовКронекераδ
i
kиδ

j
kвполученномвыра-

жениипозволяетвыполнитьсуммированиепоkвпоследних
двухслагаемых.Крометого,симметричностьgijпозволяет
соединитьэтидваслагаемыхводно:

∂λ

∂h
=

2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

k=1

∂gij

∂uk

∂u
k

∂h
u̇

i
u̇

j
+2

2∑

i=1

2∑

j=1

giju̇
i∂u̇

j

∂h
.

Подстановкаэтоговыраженияв(3.5)приводиткрассмотре-
ниюдвухтиповинтегралов:

I1=
2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

k=1

a∫

0

∂gij

∂uk

u̇
i
u̇

j

2
√
λ

∂u
k

∂h
dt,(3.6)

I2=
2∑

i=1

2∑

j=1

a∫

0

giku̇
i

√
λ

∂u̇
k

∂h
dt.(3.7)

Интегралв(3.7)содержитвторыесмешанныечастныепроиз-
водныеотфункций(3.1):

∂u̇
k

∂h
=
∂

2
u

k

∂t∂h
.
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Длякраткоститочкамиусловимсяобозначатьчастныепро-
изводныефункцийu

i
(t,h)поt.Тогда,вчастности,величины

u̇
i

=∂u
i
/∂tзадаютвнутреннеепредставлениекасательных

векторовккривым.
Пустьисходнаялиниясоответствуетзначениюh=0ипусть

приh=0параметрtсовпадаетснатуральнымпараметромна
геодезическойлинии.Тогдафункции(3.1)приh=0удовле-
творяютуравнениям(1.7)и(2.15)одновременно.Приh6=0
параметрtуженеобязанбытьнатуральнымпараметромна
деформированнойкривой,асаматакаякриваянеобязана
бытьгеодезическойлинией.

Рассмотримдлинудеформированныхкривыхкакфункцию
параметраh.Онаопределяетсяинтеграломдлинывида(1.5):

L(h)=

a∫

0

√

√

√

√

2∑

i=1

2∑

j=1

giju̇iu̇jdt.(3.3)

Приh=0имеемL(0)=a.Утверждениетеоремы3.1об
экстремальностидлинытеперьможносформулироватьтак:
L(h)=a+O(h

2
)или,чтотожесамое:

dL(h)
dhh=0

=0.(3.4)

Док-вотеоремы3.1.Докажемравенство(3.4)дляинте-
граладлины(3.3)приописаннойвышедеформациикривой.
Обозначимчерезλ(t,h)подкоренноевыражениевформуле
(3.3).Тогдапрямымдифференцированием(3.3)получаем:

dL(h)
dh

=

a∫

0

∂λ/∂h

2
√
λ
dt.(3.5)
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имеетследующийвид:

b(τ,τ)=
2∑

i=1

2∑

j=1

biju̇
i
u̇

j
=0.(2.13)

Сравнение(2.13)с(2.10)показывает,чтоасимптотическиели-
нии—этолинииснулевойнормальнойкривизной:kнорм=0.
НаповерхностяхотрицательнойгауссовойкривизныK<0в
каждойточкеимеетсядванесовпадающихасимптотических
направления.Поэтомунатакихповерхностяхимеетсядвасе-
мействаасимптотическихлиний,которыеопределяютасимп-

тотическуюсетьнатакихповерхностях.Навсякойповерх-
ностиотрицательнойгауссовойкривизнысуществуетсистема
криволинейныхкоординатu

1
,u

2
,координатнаясетькоторой

являетсяасимптотическойсетью.Доказыватьэтотфактмы
здесьнебудем.

Поаналогиисасимптотическимилиниямиопределяются
линиикривизны.Этокривыенаповерхности,касательный
векторкоторыхвкаждойточкележитвглавномнаправле-
нии(см.формулы(5.14)и(5.15)в§5четвертойглавы).
Линиикривизнысуществуютнапроизвольныхповерхностях,
ограниченийнагауссовукривизнуздесьневозникает.

Определение2.3.Геодезическойлиниейнаповерхности
называетсякривая,геодезическаякривизнакоторойтожде-
ственноравнанулю:kгеод=0.

ИзформулыФренеτ̇=k·nкриизсоотношения(2.8)для
геодезическихлинийвыводим:

dτ

ds
=kнорм·n.(2.14)

Инымисловами,производнаяединичногокасательноговек-
торанагеодезическойлиниинаправленавдольнормалик

CopyRightc©ШариповР.А.,1996.
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поверхности.Этовнешнееописаниегеодезическихлиний.
Внутреннееописаниеполучимизформулы(2.5):

ü
k

+
2∑

i=1

2∑

j=1

Γ
k
jiu̇

i
u̇

j
=0.(2.15)

Уравнения(2.15)–этодифференциальныеуравнениягеодези-

ческихлинийвнатуральнойпараметризации.Переходот
натуральногопараметракпроизвольномуможетбытьосу-
ществленнабазеформулы(2.11).

§3.Экстремальноесвойствогеодезическихлиний.

Сравнимуравнениягеодезическихлиний(2.15)суравнени-
ямипрямыхвкриволинейныхкоординатах(8.18),выведенны-
мивтретьейглаве.Этиуравненияимеютсходноестроение.
Ониотличаютсялишьдиапазономизмененияиндексов:2
вместо3.Поэтомугеодезическиелинии—этоестественные
аналогипрямыхвовнутреннейгеометриинаповерхностях.
Следующаятеоремаусиливаетэтуаналогию.

Теорема3.1.Геодезическаялиния,соединяющаядвеза-
данныеточкиAиBнаповерхности,имеетэкстремальную

длинувклассекривых,соединяющихэтидветочки.

Известно,чтовевклидовомпространствеEнаикратчай-
шийпутьизточкиAвточкуB—этоотрезокпрямойлинии,
соединяющийэтиточки.Теорема3.1содержитблизкоеутвер-
ждениедлягеодезическихлинийнаповерхности.Вспомним,
чтовещественныечисловыефункциимогутиметьлокальные
максимумыиминимумы—ониназываютсяэкстремумами.К
нимдобавляютточкиусловныхэкстремумов(например,точ-
каx=0дляфункцииy=x

3
).Всетакиеточкиобъединяет

общеесвойство:линейнаячастьприращенияфункциивтакой
точкеравнанулю:f(x0+h)=f(x0)+O(h

2
).
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Вслучаегеодезическойлинии,соединяющейточкиAиB
наповерхности,мыдолжныслегкадеформировать(проварьи-
ровать)этулиниютак,чтобыприэтомонаосталасьлинией
наповерхности,соединяющейзаданныеточкиAиB.Дефор-
мированнаякриваяужеможетнебытьгеодезическойлинией.
Еедлинабудетотличнаотдлиныисходнойлинии.Условие
экстремальностидлинывформулировкетеоремы3.1означа-
ет,чтолинейнаячастьвприращениидлиныравнанулю.

Уточнимспособдеформированиякривой.Пустьдляпро-
стотыточкиAиBивсягеодезическаялиния,соединяющая
этидветочки,лежитвнутрикартированногофрагментаDна
поверхности.Тогдаэтагеодезическаялиниязадаетсядвумя
функциями(1.1).Увеличимнаединицучислоаргументовв
этихфункцияхибудемсчитатьзависимостьотэтихаргумен-
товдостаточноечислораздифференцируемой:

{

u
1

=u
1
(t,h),

u
2

=u
2
(t,h).

(3.1)

Прикаждомфиксированномhэтифункцииявляютсяфунк-
циямипараметраtи,темсамым,определяюткривуюна
поверхности.Меняяпараметрh,мыдеформируемкривую,
причемвпроцессетакойдеформацииточкикривойостают-
сянаповерхности.Дифференцируемостьфункций(3.1)га-
рантируетто,чтомалымизменениямhсоответствуетмалые
деформациисоответствующейкривой.

Наложимнафункции(3.1)рядограничений,которыелегко
выполнить.Пустьдлинаисходнойгеодезическойлинииравна
aипустьпараметрtпробегаетотрезок[0,a].Положим

u
k
(0,h)=u

k
(0,0),u

k
(a,h)=u

k
(a,0).(3.2)

Условие(3.2)означает,чтоприизмененииhначальнаяи
конечнаяточкикривойAиBостаютсянаместе.
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Этуформулу,сводящуюинтегралвторогородакобычно-
муинтегралупоотрезку[a,b]начисловойпрямой,можно
принятьзаопределениеинтеграла(5.2).Знаквыбираетсяв
соответствииснаправлениемобходаконтура,изображенным
нарисунке5.1.Еслиa<bиприизмененииtотaдоbсоот-
ветствующаяточканаконтуреперемещаетсявдольстрелки,
товыбираетсязнакплюс,впротивоположномслучае—знак
минус.Сделавзаменупеременныхt̃=ϕ(t)винтеграле(5.3)и
выбравправильныйзнакпослерепараметризации,можноубе-
диться,чтовеличинаэтогоинтеграланезависитотвыбора
параметризациинаконтуре.

Теперьсделаемзаменукриволинейныхкоординатнапо-
верхности.Производныеu̇

i
винтеграле(5.3)призамене

криволинейныхкоординатпреобразуютсятак:

u̇
i
=
du

i

dt
=

2∑

j=1

∂u
i

∂ũj

dũ
j

dt
=

2∑

j=1

S
i
j˙̃uj

.(5.4)

Подстановкасоотношений(5.4)вформулу(5.3)приводитк
следующемувыражениюдляинтегралаI:

I=±
b ∫

a

(

2∑

j=1

(

2∑

i=1

S
i
jvi

)

˙̃uj

)

dt.(5.5)

Теперьзапишемсоотношение(5.3)вкоординатахũ
1
,ũ

2
.Для

этогов(5.3)заменимu
i

наũ
i
иviнаṽi:

I=±
b ∫

a

(

2∑

i=1

ṽi˙̃ui

)

dt.(5.6)

Сравнениеформул(5.5)и(5.6)показывает,чтоэтидвефор-
мулыимеютсходнуюструктуру.Длятого,чтобычисловые
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значенияинтеграловсовпадаливсегда(независимоотфор-
мыконтураγиотконкретноговыбораегопараметризации),
величиныviиṽiпризаменекриволинейныхкоординатна
поверхностидолжныпреобразовыватьсятак:

ṽj=
2∑

i=1

S
i
jvi,vi=

2∑

i=1

T
j
iṽj.

Этоправилопреобразованиякомпонентковекторногополя.
Такимобразом,контурныеинтегралывторогороданаповерх-
ностях(5.2)задаютсянекоторымиковекторнымиполямина
этойповерхности.

ТеперьперейдемкинтегралувправойчастиформулыГри-
на(5.1).Отвлекаясьнавремяотконкретноговидаподинте-
гральноговыражения,рассмотримдвукратныйинтеграл

I=
∫∫

Ω

Fdu
1
du

2
.(5.7)

Заменукриволинейныхкоординатнаповерхностиможноин-
терпретироватькакзаменупеременныхвинтеграле(5.7).На-
помним,чтозаменапеременныхвкратноминтегралепроиз-
водитсяпоследующемуправилу(см.[2])

∫∫

Ω

Fdu
1
du

2
=
∫∫

Ω̃

F|detJ|dũ
1
dũ

2
,(5.8)

гдеJ—матрицаЯкоби,определяемаязаменойпеременных:

J=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂u
1

∂ũ1

∂u
1

∂ũ2

∂u
2

∂ũ1

∂u
2

∂ũ2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.(5.9)

МатрицаЯкоби(5.9)совпадаетсматрицейпереходаS(см.
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формулу(2.7)вчетвертойглаве).Поэтомуправилопреобра-
зованияподинтегральнойфункцииFпризаменекриволиней-
ныхкоординатнаповерхностидолжнобылобыиметьвид:

F̃=|detS|F.(5.10)

ВеличинаFвинтеграленеимеетиндексов.Однако,всилу
(5.10)этавеличинанеявляетсянискаляром,нипсевдоска-
ляром.Чтобыизменитьэтунесовсемудобнуюситуацию,
интегралпоповерхности(5.7)записываютввиде

I=
∫∫

Ω

√

detgfdu
1
du

2
,(5.11)

гдеdetg—определительматрицыпервойквадратичнойфор-
мы.Вэтомслучаевформуле(5.11)величинаfужеявляется
скаляром.Этовытекаетизсоотношенияdetg=(detT)

2
detg̃

дляпреобразованиядетерминантаматрицыметрическоготен-
зорапризаменесистемыкоординат.

Возвращаясьтеперькинтегралувправойчасти(5.1),пре-
образуемегоквиду(5.11).Дляэтогоиспользуемвведенные
вышеобозначенияP=v1иQ=v2,помня,чтоv1иv2—это
компонентыковекторногополя.Тогда

∂Q

∂u1−
∂P

∂u2=
∂v2
∂u1−

∂v1
∂u2.(5.12)

Правуючастьвформуле(5.12)можнопредставитьввиде
сверткискомпонентамиединичнойкососимметричнойматри-
цыd

ij
(см.формулу(3.6)четвертойглавы):

∂v2
∂u1−

∂v1
∂u2=

2∑

i=1

2∑

j=1

d
ij∂vj

∂ui=
2∑

i=1

∂

∂ui

(

2∑

j=1

d
ij
vj

)

.(5.13)
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Заметим,чтовеличиныdijснижнимииндексамивходятв
составтензораплощадиω(см.формулу(3.7)вчетвертой
главе).Произведемподнятиеиндексоввтензореплощадипри
помощиобратногометрическоготензора:

ω
ij

=
2∑

p=1

2∑

q=1

g
ip
g

jq
ωpq=

2∑

p=1

2∑

q=1

ξD
√

detgg
ip
g

jq
dpq.

Использованиеформулы(3.7)изчетвертойглавыпозволяет
вычислитькомпонентытензораплощадиω

ij
явно:

ω
ij

=ξD
√

detg
−1dij

.(5.14)

Теперьприменим(5.14)длятого,чтобывыразитьd
ij

вфор-
муле(5.13)черезкомпонентытензораплощади:

∂v2
∂u1−

∂v1
∂u2=

2∑

i=1

∂

∂ui

(

2∑

j=1

ξD
√

detgω
ij
vj

)

.

Дляупрощениядальнейшихвыкладоквведемобозначения:

y
i
=

2∑

j=1

ω
ij
vj.(5.15)

Сучетомтакихобозначенийформула(5.13)можетбытьпре-
образованакследующемувиду:

∂v2
∂u1−

∂v1
∂u2=

2∑

i=1

ξD
∂
(
√detgy

i
)

∂ui=

=ξD
√

detg
2∑

i=1

(

∂y
i

∂ui+
1
2

∂
(

lndetg
)

∂uiy
i

)

.

(5.16)
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Интересенслучай,когдамногоугольникобразовангеодези-
ческимилинияминаповерхностипостояннойгауссовойкри-
визны.Второйинтегралв(6.28)приэтомобращаетсявноль,
апервыйлегковычисляется.Длясуммывнутреннихуглов
геодезическоготреугольникавтакойситуацииимеем:

α1+α2+α3=π+KS,

гдеKS—произведениегауссовойкривизныповерхностина
площадьтреугольника.

Философскоезамечание.Измеривсуммуугловдоста-
точнобольшоготреугольника,мыможемсудить,являетсяли
нашмирплоским,илижеоннаделенкривизной.Иэтоне
шутка.Идеяискривленностипространствапрочноутверди-
ласьвсовременныхнаучныхпредставленияхостроениимира.
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Угол4ϕотсчитываетсяотxкaвнаправлениипротив
часовойстрелки,аугол4ψ—отaкτвтомженаправлении.
Поэтомусумма4ϕ+4ψ—этополноеприращениеугламежду
xиτ.Важнозаметить,чтоначальноеиконечноезначения
вектораτпослеобходаконтурасовпадают.Этожеотноситься
иквекторуx.Следовательно,суммаприращений4ϕ+4ψ
естьцелоекратноеугла2π=360

◦
:

4ϕ+4ψ=2πr.(6.27)

Фактическоезначениечислаrвформуле(6.27)равноединице.
Докажемэтоследующимрассуждением:произведемнепре-
рывнуюдеформациюповерхностинарисунке6.1вплоскость,
затемконтурγнепрерывнодеформируемвокружность.При
такойдеформациилеваячастьравенства(6.27)должнаме-
нятьсянепрерывнымобразом,аправаячастьэтогоравенства
можетизменятьсятолькоскачками.Поэтомуприприописан-
нойнепрерывнойдеформацииповерхностииконтураобеча-
стиравенства(6.27)неизменяются.Наокружности,полный
уголповоротаединичногокасательноговекторавычисляется
явно,онравен2π.Отсюдаr=1.Учтемэтообстоятельство
приподстановке(6.20)и(6.26)вформулу(6.27):

∫∫

Ω

K
√

detgdu
1
du

2
+
∮

γ

εkгеодds+
n∑

i=1

4ψi=2π.(6.28)

Формула(6.28)составляетсодержаниетеоремы,котораяиз-
вестнакактеоремаГаусса-Бонне.

Теорема6.2.Суммавнешнихугловкриволинейногомно-
гоугольниканаповерхностиесть2πзавычетомдвухинтегра-
лов:интегралаотгауссовойкривизныповнутренностимного-
угольникаиинтегралаотгеодезическойкривизнысторон(со
знаковыммножителемε)поегопериметру.
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Логарифмическаяпроизводнаядетерминантаматрицыметри-
ческоготензоравычисляетсяприпомощилеммы7.1изчет-
вертойглавы.Однако,здесьнетнеобходимостиповторять
выкладки,ибоподобнаяпроизводнаяужепосчитана,см.фор-
мулу(7.12)идоказательствотеоремы7.2вчетвертойглаве.
Изприведенныхтамвыкладокизвлекаем:

∂
(

lndetg
)

∂ui=
2∑

p=1

2∑

q=1

g
pq∂gpq

∂ui=
2∑

q=1

2Γ
q
iq.(5.17)

Сучетом(5.17)формула(5.16)преобразуетсятак:

∂v2
∂u1−

∂v1
∂u2=ξD

√

detg
2∑

i=1

(

∂y
i

∂ui+
2∑

q=1

Γ
q
qiy

i

)

.

Вполученнойформулелегкоузнаетсясверткаковариантной
производнойвекторногополяy:

∂v2
∂u1−

∂v1
∂u2=ξD

√

detg
2∑

i=1

∇iy
i
.(5.18)

Использованиеформулы(5.18),атакжеучетвведенного
обозначения(5.15)иусловияавтопараллельноститензорапло-
щади∇qω

ij
=0позволяетзаписатьформулуГринатак:

∮

γ

2∑

i=1

vidu
i
=ξD

∫∫

Ω

2∑

i=1

2∑

j=1

ω
ij
∇ivj

√

detgdu
1
du

2
.(5.19)

ОсобогокомментариятребуетзнаковыймножительξDвфор-
муле(5.19).Сформулированноевначалеусловиетого,что
приобходеконтураγобластьΩдолжнаоставатьсяслева,не
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выдерживаетпроизвольнойзаменыкоординатu
1
,u

2
наũ

1
,ũ

2
.

Действительно,еслиположитьũ
1

=−u
1

иũ
2

=u
2
,топереход

ктакимкоординатамприведеткзеркальномуотражениюоб-
ластиΩиконтураγ,изображенныхнарисунке5.1.Поэтому
направлениеобходадолжнобытьзаданожестконасамомгео-
метрическомконтуреγ,лежащемнаповерхности,аненаего
образевкарте.ТогдамножительξDв(5.19)можноубрать.

Заданиенаправленияобходагеометрическогоконтурана
поверхностификсируетспособвыборавекторанормалина
этойповерхности:нормальдолжнабытьвыбранатак,чтобы
принаблюдениисконцавектораnприобходеконтураγв
заданномнаправленииобластьΩоставаласьслева.Выбор
нормалиnзадаеториентациюнаповерхностииопределяет
полеориентацииξD.

§6.ТеоремаГаусса-Бонне.

Рассмотримвновьпроцессвнутреннегопараллельногопере-
несениякасательныхвектороввдолькривыхнаповерхностях.
Уравнение(4.6)показывает,чтосвнешней(трехмерной)точ-
кизренияэтотпараллельныйпереноссущественноотличается
отобычного:переносимыекасательныевекторакповерхности
неостаютсяпараллельнымиодномуитомуженаправлениюв
пространстве,онименяются.Однако,сохраняетсяихдлина,
и,еслимыодновременнопереносимнескольковекторовпо
однойкривой,тосохраняютсяуглымеждуэтимивекторами
(см.теорему4.3).

Изприведенногоописанияясно,чтовпроцессепараллель-
ногоперенесенияодновременносперемещениемихточкипри-
креплениявдолькривойпроисходитповоротэтихвекторовв
касательнойплоскостивокругвекторанормали.Возникает
вопрос—какизмеритьуголтакогоповорота?Решениемэтого
вопросамыибудемсейчасзаниматься.

Пустьнаповерхностивыделенаориентация.Этоозначает,
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(6.8)и(6.9),длятакойпроизводнойполучаем:

ψ̇=(Θ(τ)|∇tτ).(6.21)

Вычислимкомпонентывектора∇tτвовнутреннемпредстав-
лениинаповерхности(т.е.вбазисеE1,E2):

∇tτ
k

=ü
k

+
2∑

i=1

2∑

j=1

Γ
k
jiu̇

i
u̇

j
.(6.22)

Помня,чтоt=s—натуральныйпараметрнасторонахмно-
гоугольникаγ,сравнимформулу(6.22)сформулой(2.5)для
геодезическойкривизныисформулой(2.4).Этодает:

∇tτ=k·nкр−kнорм·n=kгеод·nвн.(6.23)

Ноnвн—этоединичныйвекторвкасательнойплоскости,
перпендикулярныйвекторуτ.Этожеотноситсяиквектору
Θ(τ)вскалярномпроизведении(6.21).Значит,вектораnвн

иΘ(τ)коллинеарны.Обозначимчерезε(t)знаковыймножи-
тель,равныйихскалярномупроизведению:

ε=(Θ(τ)|nвн)=±1.(6.24)

Теперьизформул(6.23)и(6.24)получаем:

ψ̇=εkгеод.(6.25)

Найдемприращениефункцииψ(t)приобходеповсемуконту-
ру.Оноскладываетсяизинтегралаот(6.25)исуммыскачков
ввершинахмногоугольника:

4ψ=
∮

γ

εkгеодds+
n∑

i=1

4ψi.(6.26)
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Теперьрассмотримфрагментповерхности,накоторомвы-
деленаодносвязнаяобластьΩ,ограниченнаякусочнодиф-

ференцируемымконтуромγ(см.
рисунок6.1).Инымисловами,вы-
делимнаповерхностимногоуголь-
никскриволинейнымисторонами.
ФормулаГрина(5.1)выдерживает
заменудифференцируемогокон-
туракусочнодифференцируемым,
поэтомуформула(6.20)остается
всиле.Параллельныйперенос
вектораaвдолькусочнодиффе-
ренцируемогоконтуравыполняет-
сяпоэтапно.Результатпараллель-

ногоперенесенияпопредыдущейсторонекриволинейного
многоугольникаγявляетсяначальнымданнымдляуравне-
нияпараллельногопереносанаследующейсторонеэтогомно-
гоугольника.Поэтомуфункцияϕ(t)неиспытываетскачковв
вершинахмногоугольникаγ.

Пустьнасторонахмногоугольникаγвведеннатуральный
параметрt=s,этоопределяетнанихединичныйкасатель-
ныйвекторτ.Ввершинахмногоугольникавекторτскачком
поворачиваетсянауглы4ψ1,4ψ2,...,4ψn(см.рисунок6.1).
Обозначимчерезψ(t)уголмеждувекторомτ(t)ипараллель-
нопереносимымвдольγвекторомa(t).Этотуголбудем
отсчитыватьотaкτ,считаяположительнымнаправление
противчасовойстрелки.Функцияψ(t)—этонепрерывно
дифференцируемаяфункциявсюду,крометочек,соответству-
ющихвершинаммногоугольникаγ.Вэтихточкахонаимеет
разрывыпервогородасоскачками4ψ1,4ψ2,...,4ψn.

Найдемпроизводнуюфункцииψ(t)внеточекееразрыва.
Повторяядляτ(t)рассуждения,связанныесразложениями
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чтозаданополеориентацииξD,определяющеетензорпло-
щадиω(см.формулу(3.10)изчетвертойглавы).Мыуже
знаем,чтозаданиеξDопределяетвыбородногоиздвухвоз-
можныхвекторовнормалиnвкаждойточкеповерхности(см.
формулу(4.3)изчетвертойглавы).

Теорема6.1.ВнутреннетензорноеполеΘтипа(1,1)со
следующимикомпонентами:

θ
i
j=

2∑

k=1

ωjkg
ki
,(6.1)

естьоператорноеполе,задающееповоротвкасательнойплос-
костинауголπ/2=90

◦
противчасовойстрелкивокругвекто-

ранормалиn.

Док-во.Пустьa—некоторыйкасательныйвекторкпо-
верхностиипустьn—векторнормаликповерхностивточ-
кеприкреплениявектораa.Тогда,дляпостроениявектора
b=Θ(a),полученногоизaповоротомпротивчасовойстрел-
кинауголπ/2=90

◦
вокругвектораn,можноиспользовать

следующеевекторноепроизведение:

b=Θ(a)=[n,a].(6.2)

Подставимвформулу(6.2)выражениедлявекторанормали
n,выписанноевформуле(4.3)изчетвертойглавы.Адля
вектораaвоспользуемсяегоразложениемпобазисуE1,E2:

a=a
1
·E1+a

2
·E2.(6.3)

Тогдадлявектораbвформуле(6.2)получаем:

b=
2∑

j=1

ξD·
[[E1,E2],Ej]
|[E1,E2]|·a

j
.(6.4)
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Длявычислениязнаменателявформуле(6.4)применимиз-
вестнуюформулуизаналитическойгеометрии(см.[4]):

|[E1,E2]|
2

=det

∣

∣

∣

∣

(E1|E1)(E1|E2)
(E2|E1)(E2|E2)

∣

∣

∣

∣=detg.

Дляпреобразованияжечислителяв(6.4)используемнеменее
известнуюформулудлядвойноговекторногопроизведения:

[[E1,E2],Ej]=E2·(E1|Ej)−E1·(Ej|E2).

Учетэтихдвухформулпозволяетзаписать(6.4)так:

b=
2∑

j=1

ξD·
g1j·E2−g2j·E1

√detg·a
j
.(6.5)

Использованиекомпоненттензораплощади(5.14)позволяет
переписать(6.5)вещеболеекомпактнойформе:

b=
2∑

i=1

(

2∑

j=1

2∑

k=1

ω
ki
gkja

j

)

·Ei.

Отсюдаужелегкоизвлекаетсяформула(6.1)длякомпонент
матрицылинейногооператораΘ,связывающеговектораbи
a.Теоремадоказана.�

ОператорноеполеΘполучаетсяврезультатесверткипро-
изведенияполейωиg.Изавтопараллельностипоследних
вытекаетавтопараллельностьполяΘ,тоесть∇Θ=0.

ИспользуемавтопараллельностиΘвследующейситуации:
выберемнекоторуюкривуюγиосуществимпараллельный
переноснекоторогоединичноговектораaвдольтакойкри-
вой.Этоопределяетвекторнозначнуюфункциюa(t)накри-
вой,удовлетворяющуюуравнениюпараллельногопереноса:
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Первоесоотношение(6.17)выражаетто,что|x|=1,осталь-
ныеопределяютковариантныекомпонентыxiиyi.Первое
соотношение(6.18)получаетсядифференцированиемпервого
соотношения(6.17),второеитретьесоотношения(6.18)выра-
жаютсвязьвекторовy=Θ(x).

Умножимсоотношение(6.16)на∇kx
q
xjx

p
ипросуммируем

поq,pиj.Приэтомучтем(6.17)и(6.18):

∇kx
i
=

(

2∑

q=1

yq∇kx
q

)

y
i
=zky

i
.(6.19)

Использование(6.19),тоестьподстановка∇ix
p

=ziy
p

и
∇jx

q
=zjy

q
в(6.15),приводиткзанулениювкладаотвто-

рогослагаемоговэтойформуле.Последующееприменение
формулы(6.16)к(6.15)дляприращенияугла4ϕдает:

4ϕ=−
∫∫

Ω

2∑

i=1

2∑

j=1

x
i
(

∇i∇jx
j
−∇j∇ix

j
)
√

detgdu
1
du

2
.

Применимкполюxсоотношение(8.5)изчетвертойглавы.
Крометого,учтемформулы(8.24)и(9.9)изчетвертойглавы:

4ϕ=
∫∫

Ω

2∑

i=1

2∑

j=1

(

Kgijx
i
x

j
)
√

detgdu
1
du

2
.

Вспомним,чтополеxссамогоначалабыловыбраноединич-
нымподлине.Поэтомупослесуммированияпоiиjпод
знакоминтегралаостаетсятолькогауссовакривизна:

4ϕ=
∫∫

Ω

K
√

detgdu
1
du

2
.(6.20)
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Пустьконтурγограничиваетнекоторыйодносвязныйфраг-
ментповерхностиΩ.Тогдадлятакогофрагментаповерхности
можноприменитьформулуГрина,записаннуюввиде(5.19):

4ϕ=−
∫∫

Ω

2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

p=1

2∑

q=1

ω
ij
∇i

(

x
p
ωpq∇jx

q
)
√

detgdu
1
du

2
.

Еслинаправлениеобходаконтурасогласованосориентацией
поверхности,томножительξDможноубрать:

4ϕ=−
∫∫

Ω

2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

p=1

2∑

q=1

(

x
p
ω

ij
ωpq∇i∇jx

q
+

(6.15)
+∇ix

p
ω

ij
ωpq∇jx

q
)
√

detgdu
1
du

2
.

Покажем,чтовкладотслагаемого∇ix
p
ω

ij
ωpq∇jx

q
вформуле

(6.15)равеннулю.Этообстоятельствоявляетсяспецификой
двумерногослучая,когдаимеетместосоотношение:

ω
ij
ωpq=d

ij
dpq=δ

i
pδ

j
q−δ

i
qδ

j
p.(6.16)

Выводформулы(6.16)аналогиченвыводуформулы(8.23)в
четвертойглаве.Оноснованисключительнонакососиммет-
ричностивеличинd

ij
иdpq.

Дополнимвнутреннеевекторноеполеxнаповерхностиеще
однимвекторнымполемy=Θ(x).Вектораполейxиyобра-
зуютпаруперпендикулярныхединичныхвектороввкасатель-
нойплоскости.Дляихкомпонентвыполненысоотношения:

2∑

q=1

x
q
xq=1,xi=

2∑

k=1

gikx
k
,yi=

2∑

k=1

giky
k
,(6.17)

2∑

q=1

∇kx
q
xq=0,yq=

2∑

p=1

ωpqx
p
,y

i
=

2∑

j=1

ω
ji
xj.(6.18)
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∇ta=0(см.формулу(4.8)).Векторнуюфункциюb(t)на
кривойопределимследующимобразом:

b(t)=Θ(a(t)).(6.6)

Тогда∇t(b)=∇tΘ(a)+Θ(∇ta)=0.Тоестьфункция(6.6)
такжеудовлетворяетуравнениюпараллельногопереноса.Это
вытекаетизавтопараллельностиполяΘипунктов(2)и(3)в
теореме4.2.Такимобразом,вектор-функцииa(t)иb(t)зада-
ютвкаждойточкекривойпарувзаимноперпендикулярных
единичныхвекторов.Имеютместоследующиесоотношения:

Θ(a)=b,Θ(b)=−a.(6.7)

Вектораa(t)иb(t)получаютсяпараллельнымпереносомвек-
торовa(0)иb(0)вдолькривойизееначальнойточки.

Теперьрассмотримнекотороекасательноевекторноеполе
xнаповерхности.Есливектораполяx(u

1
,u

2
)необращаются

внольниводнойточке,тоихможноотнормироватьна
единицу,заменивxнаx/|x|.Поэтомубудемсчитатьполеx
полемединичныхвекторов|x|=1.Вточкахкривойγтакое
полеможноразложитьповекторамaиb

x=cos(ϕ)·a+sin(ϕ)·b.(6.8)

Функцияϕ(t)определяетуголмеждувекторомaивектором
поляx,отсчитываемыйотaкxвнаправлениипротивчасо-
войстрелки.Изменениеуглаϕприперемещениипокривой
описываетповоротвектороввпроцессепараллельногоперене-
сениявдолькривой.

Продифференцируемсоотношение(6.8)ковариантнымоб-
разомпоt,учитываяприэтом,чтоaиbудовлетворяют
уравнениюпараллельногопереноса:

∇tx=(−sin(ϕ)·a+cos(ϕ)·b)·ϕ̇.(6.9)
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Здесьмыучли,чтоковариантнаяпроизводная∇tдляскаляра
совпадаетсобычнойпроизводнойпоt.Вчастности,∇tϕ=ϕ̇.

Применимкобеимчастямразложения(6.8)линейныйопе-
раторΘиучтемприэтомсоотношения(6.7):

Θ(x)=cos(ϕ)·b−sin(ϕ)·a.(6.10)

ТеперьумножимскалярновектораΘ(x)из(6.10)и∇txиз
(6.9).Приэтомучтемортогональностьвекторовaиbи
единичностьихдлины.Этодает:

(Θ(x)|∇tx)=(cos
2
(ϕ)+sin

2
(ϕ))ϕ̇=ϕ̇.(6.11)

Запишемполученноеравенство(6.11)вкомпонентахполяx.
Вектор-функцияx(t)накривойявляетсясужениемвекторно-
гополяxнакривую,поэтомупроизводная∇txестьсвертка
ковариантногодифференциала∇xскасательнымвекторомк
кривой(см.формулу(4.19)).Поэтому

ϕ̇=
2∑

q=1

2∑

i=1

2∑

j=1

(

x
i
ωij∇qx

j
)

u̇
q
.(6.12)

Здесьпривыводе(6.12)из(6.11)мыиспользовалиформулу
(6.1)длякомпонентполяΘ.

Обсудимвопросоролиполяxвизложеннойконструкции.
Векторноеполеxвыбрановкачествемаркера,относительно
которогоизмеряетсяуголповоротавектораaприпараллель-
номпереносе.Такойспособизмеренияотносителен.Изменив
выборполяxмыменяемивеличинууглаϕ.Сэтимприхо-
дитсямириться,ибокасательныеплоскостикповерхностив
разныхееточкахнепараллельныинанихнетвыделенного
абсолютногонаправления,относительнокоторогоможнобыло
быотсчитыватьуглы.

Однако,имеетсяоднавозможностьисключитьнеоднознач-
ность,связаннуюсвыборомполяx.Рассмотримзамкнутый
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контурγ.Пустьотрезок[0,1]естьобластьизмененияпара-
метраtнатакомконтуре.Тогдавекторx(0)ивекторx(1)—
этоодинитотжевекторвточкескоординатамиu

1
(0),u

2
(0):

x(0)=x(1)=x(u
1
(0),u

2
(0)).

Вотличиеотx(t),функцияa(t)неявляетсясужениемвек-
торногополянакривуюγ.Поэтомувектораa(0)иa(1)могут
инесовпасть.Этоважноеотличиевнутреннегопараллель-
ногопереносанаповерхностяхотпараллельногопереносав
евклидовомпространствеE.

Вслучаезамкнутогоконтураγразностьϕ(1)−ϕ(0)харак-
теризуетугол,накоторыйповорачиваетсявекторaврезуль-
татеегопараллельногоперенесениявдольконтура.Заметим
отсчетуглаотxкaпротивоположенотсчетуотaкxв
формуле(6.8).Поэтому,считаяположительнымугол,отсчи-
танныйотxпротивчасовойстрелки,мыдолжнысчитать
приращениемуглаϕприобходеконтуравеличину

4ϕ=ϕ(0)−ϕ(1)=−
1 ∫

0

ϕ̇dt.

Подставимсюдавеличинупроизводнойϕ̇,найденнуюв(6.12),
идляприращенияуглаполучиминтегральнуюформулу:

4ϕ=−
1 ∫

0

(

2∑

q=1

2∑

i=1

2∑

j=1

(

x
i
ωij∇qx

j
)

u̇
q

)

dt.(6.13)

Сравнениеформулы(6.13)с(5.3)позволяетзаписатьееввиде
контурногоинтегралавторогорода:

4ϕ=−
∮

γ

2∑

q=1

2∑

i=1

2∑

j=1

(

x
i
ωij∇qx

j
)

du
q
.(6.14)
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