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¾Åñòü òîëüêî ìèã ìåæäó ïðîøëûì è áóäóùèì, èìåííî îí

íàçûâàåòñÿ æèçíü!¿ Ýòî ñëîâà èç ïåñíè ê êèíî�èëüìó ¾Çåìëÿ

Ñàííèêîâà¿. Îíè êàê íåëüçÿ ëó÷øå ïîäîøëè áû â êà÷åñòâå

ýïèãðà�à ê äàííîé êíèãå.

Äëÿ ÷åëîâåêà ìèã � ýòî åãî òåêóùèå ìûñëè è îùóùåíèÿ.

Èëè äåéñòâèÿ, êîòîðûå îí ñåé÷àñ ñîâåðøàåò. Äëÿ âñåëåííîé

ìèã ðàñòÿíóò ïî âñåì å¼ îãðîìíûì ïðîñòîðàì è âêëþ÷àåò â

ñåáÿ âñå ïðîèñõîäÿùèå ñåé÷àñ ñîáûòèÿ, íà êàêîì áû óäàëåíèè

îò íàñ îíè íè ïðîèñõîäèëè. Òàêîé ìèã ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü

ñåáå â �îðìå òð¼õìåðíîé ïë¼íêè èëè ìåìáðàíû, êîòîðóþ äëÿ

êðàòêîñòè íàçûâàþò 3D-áðàíîé. Îíà îòäåëÿåò ÷åòûð¼õìåð-

íûé ìàññèâ ïðîøëîãî îò ÷åòûð¼õìåðíîãî ìàññèâà áóäóùåãî.

Àëüáåðò Ýéíøòåéí â ñâîåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñîåäè-

íèë ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ â îäèí ÷åòûð¼õìåðíûé êîíòèíóóì.

Îí çàïðåòèë ïðîâîäèòü ãðàíèöó ìåæäó ïðîøëûì è áóäóùèì

â òàêîì êîíòèíóóìå, íàçâàâ å¼ óñëîâíîé è çàâèñÿùåé îò íà-

áëþäàòåëÿ. Ïî ìíåíèþ àâòîðà äàííîé ýëåêòðîííîé êíèãè

ïîðà âåðíóòüñÿ îáðàòíî ê ïðåäñòàâëåíèÿì Èñààêà Íüþòîíà è

ïðîâåñòè ãðàíèöó ìåæäó ïðîøëûì è áóäóùèì. Íî òåïåðü, íà

íîâîì âèòêå ðàçâèòèÿ, ýòà ãðàíèöà óæå íå ïëîñêàÿ, à ãèáêàÿ.

Îíà ìîæåò èçãèáàòüñÿ, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç ãðàâèòàöèîí-

íîå ëèíçèðîâàíèå. Ýòà ãðàíèöà òàêæå ìîæåò ðàñòÿãèâàòüñÿ,

÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â �îðìå ðàñøèðåíèÿ âñåëåííîé è ðàçáåãàíèÿ

äàë¼êèõ ãàëàêòèê âî âñå ñòîðîíû îò íàñ.

Â êà÷åñòâå áîíóñà â íîâîé òåîðèè, êîòîðàÿ èçëàãàåòñÿ â

äàííîé êíèãå, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äâèãàòüñÿ áûñòðåå

ñêîðîñòè ñâåòà. Îíà ðåàëèçóåòñÿ â ÷àñòèöàõ ò¼ìíîé ìàòå-

ðèè, íàçâàííûõ ñóïåðáðàäèîíàìè. Ýòè ÷àñòèöû ïðèäóìàë

Ëóèñ �îíçàëåç Ìåñòðåñ. Îí æå äàë èì òàêîå íàçâàíèå.
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Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅ.

Â èñòîðèè �èçèêè áûëè ïåðèîäû ïîñòåïåííîãî íàêîïëåíèÿ

è îñìûñëåíèÿ ñâåäåíèé î ïðèðîäå, êîòîðûå ñìåíÿëèñü ïåðèî-

äàìè ðåâîëþöèîííûõ èçìåíåíèé âçãëÿäîâ íà ïðèðîäó. Îäèí

èç òàêèõ ïåðèîäîâ ðåâîëþöèîííûõ ïåðåìåí ñâÿçàí ñ ïîÿâëå-

íèåì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà è ñ ïîÿâ-

ëåíèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, àâòîðñòâî êîòîðîé ïðèíàäëåæèò

öåëîìó ðÿäó ó÷¼íûõ. Ïî ìîåìó ìíåíèþ ýòîò ðåâîëþöèîí-

íûé ïåðèîä åù¼ íå çàêîí÷åí è ìû ìîæåì îæèäàòü íåêîòîðûõ

êîððåêòèðîâîê â êàðòèíå ìèðà, êîòîðóþ íàì ðèñóåò òåîðèÿ

îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà.

Ìîäåëü âñåëåííîé êàê 3D-áðàíû � ýòî íîâàÿ íåýéíøòåé-

íîâñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, îñíîâàííàÿ íà êðèòèêå è êîð-

ðåêòèðîâêå ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â äàííîé êíèãå

èçëàãàåòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðèè, îõâàòûâàþùàÿ ïåðèîä

å¼ ðàçâèòèÿ ñ ëåòà 2022 ïî âåñíó 2024 ãîäà. Îíà âêëþ÷àåò

� èçëîæåíèå äîâîäîâ â ïîëüçó íåîáõîäèìîñòè âíåñåíèÿ èç-

ìåíåíèé â òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè;

� �îðìóëèðîâêó îñíîâíûõ ïîíÿòèé íîâîé òåîðèè;

� âûâîä óðàâíåíèé ãðàâèòàöèè â íîâîé òåîðèè;

� âûâîä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè â íîâîé òåîðèè;

� âûâîä �îðìóë äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî

ïîëÿ è ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â

íîâîé òåîðèè;

� îïèñàíèå äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêèõ (íå êâàíòîâûõ) ÷àñòèö

ìàòåðèè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå â ðàìêàõ íîâîé òåîðèè.

Ñîäåðæàíèå äàëüíåéøèõ ÷àñòåé íîâîé òåîðèè îïðåäåëèòñÿ ñî

âðåìåíåì ïî ìåðå å¼ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.

Àâãóñò, 2024 ã. �. À. Øàðèïîâ.



�ËÀÂÀ I

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û.

§ 1. Êðèòèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ � ýòî ÷åòûð¼õìåðíûé êîíòèíóóì, êî-

òîðûé áûë ïîëó÷åí ïóò¼ì ñîåäèíåíèÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà è îäíîìåðíîãî âðåìåíè. Îí ëåæèò â îñíîâå êàê ñïåöè-

àëüíîé, òàê è îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ñì. [1�3℄). Â

ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòî ïëîñêèé êîíòèíóóì.

Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòîò êîíòèíóóì íàäåëÿåòñÿ

êðèâèçíîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì.

Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè, à ñà-

ìî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ñîáûòèÿ, êîòîðûå

ñëó÷èëèñü ãäå-ëèáî è êîãäà-ëèáî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî âêëþ-

÷àåò â ñåáÿ ïðîøëîå, íàñòîÿùåå è áóäóùåå. �ðàíèöà ìåæäó

ïðîøëûì è áóäóùèì â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îïðåäåëåíà

íå÷¼òêî, îíà çàâèñèò îò íàáëþäàòåëÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîñòüþ îäíîâðåìåííîñòè. Îíî ïðèâî-

äèò ê ïàðàäîêñó, ïîëó÷èâøåìó íàçâàíèå ïàðàäîêñ Àíäðîìåäû

(ñì. [4℄ è [5℄, ñòð. 303-304). Â íåñêîëüêî èíîé �îðìóëèðîâêå

îí èçâåñòåí êàê ïàðàäîêñ Íàïîëåîíà (ñì. [6℄).

Â �èëîñî�ñêîé ëèòåðàòóðå ïàðàäîêñ Àíäðîìåäû èçâåñòåí

êàê àðãóìåíò �èòäýéêà-Ïàòíýìà (ñì. [7℄ è [8℄). Îí ñ÷èòàåòñÿ

àðãóìåíòîì â ïîëüçó ÷åòûð¼õìåðíîñòè �èçè÷åñêîé âñåëåííîé.

Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè îí äåìîíñòðèðóåò ïðîòèâîðå÷èå

ìåæäó ÷åòûð¼õìåðíîñòüþ è çäðàâûì ñìûñëîì.



§ 1. Ê�ÈÒÈÊÀ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ-Â�ÅÌÅÍÈ. 7

Âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ âñåé âñåëåííîé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ

êàêîé-òî å¼ ÷àñòüþ. Íàïðèìåð, çåìíûì øàðîì. Òîãäà ïîëó-

÷èòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñòðóê-

òóðà, èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóí-

êå 1.1. Òàêàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà ïî �îðìå íàïîìèíà-

åò êîëáàñó. Ïîýòîìó å¼ ìîæíî

íàçâàòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-

ìåííîé êîëáàñîé. Â ýòó êîëáà-

ñó óêëàäûâàåòñÿ âñÿ èñòîðèÿ

ïëàíåòû Çåìëÿ, êîòîðàÿ âêëþ-

÷àåò â ñåáÿ ïåðèîä ãàçîïûëåâî-

ãî îáëàêà è ïåðâè÷íîé Çåìëè,

ïåðèîä ïîÿâëåíèÿ æèäêîé âî-

äû è çàðîæäåíèÿ æèçíè, ýïîõó

äèíîçàâðîâ, ýïîõó ìëåêîïèòàþùèõ, ïîÿâëåíèå ÷åëîâåêà, íà-

øå íàñòîÿùåå, òî åñòü òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, à òàêæå âñ¼

íàøå áóäóùåå.

�ëàâíûé âîïðîñ ê òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ñâÿçàííûé ñ

ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì, �îðìóëèðóåòñÿ òàê.

Âîïðîñ 1.1. ßâëÿåòñÿ ëè ÷åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-

âðåìÿ �èçè÷åñêèì êîíòèíóóìîì? Èëè ýòî ëèøü ïðîäóêò íà-

øåãî óìà � ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ, êîòîðîé íè÷åãî íå

ñîîòâåòñòâóåò â ðåàëüíîñòè?

Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ ñðåäè �èëîñî�îâ (ñì. [9℄). Ôèçè-

êè îáõîäÿò åãî ñòîðîíîé, ïîëàãàÿñü íà àâòîðèòåò òåîðèè îòíî-

ñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà. Â íåé ïî óìîë÷àíèþ ïðîñòðàíñòâî-

âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ �èçè÷åñêèì êîíòèíóóìîì. Äåéñòâèòåëüíî, â

íåé óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè ïèøóòñÿ â ÷åòûð¼õìåðíîì �îðìà-

ëèçìå, óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà ïåðåïèñûâà-

þòñÿ â ÷åòûð¼õìåðíîé �îðìå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðè-

àëüíûõ òåë è ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëüíûõ ñðåä òàêæå ñòðåìÿòñÿ

ïðèâåñòè ê ÷åòûð¼õìåðíîé �îðìå.

Âûáîð â ïîëüçó òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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�èçè÷åñêèì êîíòèíóóìîì, � ýòî îòâåòñòâåííîå ðåøåíèå. Èç

ýòîãî âûáîðà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ êîëáà-

ñà, ñîäåðæàùàÿ âñþ èñòîðèþ Çåìëè � ýòî �èçè÷åñêèé îáúåêò.

Â íåì â ïåðâîçäàííîì âèäå ñîäåðæèòñÿ è ãàçîïûëåâîå îáëà-

êî, è ïåðâè÷íàÿ ãîðÿ÷àÿ Çåìëÿ, è ïåðâûå îêåàíû ñ ïåðâûìè

áàêòåðèÿìè, è äèíîçàâðû è ìàìîíòû ñ ñàáëåçóáûìè òèãðàìè.

Áîëåå òîãî, â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîëáàñå ñîäåðæèòñÿ

âñå íàøå áóäóùåå, êîòîðîå åù¼ íå íàñòóïèëî.

�àç ïðîøëîå íå èñ÷åçàåò, ñîõðàíÿÿñü â ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîé êîëáàñå, è ðàç áóäóùåå ïðåäîïðåäåëåíî è óæå

ñ�îðìèðîâàíî â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîëáàñå, â òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà èìååòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ âîç-

ìîæíîñòü ïåðåìåùåíèÿ âî âðåìåíè íàçàä â ïðîøëîå è âïå-

ð¼ä â áóäóùåå. Õîòÿ ìåõàíèçì òàêèõ ïåðåìåùåíèé è íå

ïðîïèñàí, îíè î÷åíü ïîïóëÿðíû â æàíðå íàó÷íîé �àíòà-

ñòèêè. Íî íè âî âðåìåíà Ýéíøòåéíà, íè ñåé÷àñ íå

áûëî è íåò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äåìîíñòðàöèé ïåðåìå-

ùåíèé âî âðåìåíè. Ïîýòîìó ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ � �èçè÷åñêèé êîíòèíóóì, ÿâëÿ-

åòñÿ íå äîêàçàííûì è ñïîðíûì ìîìåíòîì â îñíîâàíè-

ÿõ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà.

§ 2. Òð¼õìåðíàÿ âñåëåííàÿ
è å¼ èçîáðàæåíèå â �îðìå 3D-áðàí.

Âîçâðàùàÿñü ê îñíîâíîìó âîïðîñó 1.1, ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â

îòëè÷èå îò òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îòâåò íà íåãî â íîâîé

òåîðèè îòðèöàòåëüíûé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âðåìÿ

íå ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêèì êîíòèíóóìîì. Îäíàêî ìû íå îòêà-

çûâàåìñÿ îò ïîíÿòèÿ ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

ïîëíîñòüþ è èñïîëüçóåì åãî êàê öåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé èí-

ñòðóìåíò äëÿ âûáîðî÷íîãî ïåðåíîñà îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ

èç òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â íîâóþ òåîðèþ.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè � ýòî âå-

ùåñòâåííîå ÷åòûð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, îñíàù¼ííîå òðåìÿ
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ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè: 1) ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé

ñ ñèãíàòóðîé (+,−.−,−), 2) îðèåíòàöèåé, 3) ïîëÿðèçàöèåé

(ñì. [3℄). Íàáëþäàòåëü â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè � ýòî îäó-

øåâë¼ííûé îáúåêò, ðàçìåðû êîòîðîãî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïëàíåòàìè, çâ¼çäàìè è ãàëàêòèêàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàò-

ðèâàòü åãî êàê òî÷å÷íûé îáúåêò. Ïåðåìåùåíèå íàáëþäàòåëåé

â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èçîáðàæàåòñÿ â �îðìå èõ ìèðîâûõ

ëèíèé. Íà ðèñóíêå 2.1 ïîêàçàíû ìèðîâûå ëèíèè äâóõ íàáëþ-

äàòåëåé. Â êàæäîé òî÷êå îíè

ïðîõîäÿò âíóòðè ñâåòîâûõ êî-

íóñîâ, îïðåäåëÿåìûõ ìåòðèêîé

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äâè-

æåíèå íàáëþäàòåëåé ïî ìèðî-

âûì ëèíèÿì èä¼ò îò ïðîøëîãî

÷åðåç íàñòîÿùåå ê áóäóùåìó,

÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëÿðèçàöè-

åé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â

íàøåì ñëó÷àå ýòî äâèæåíèå

ñíèçó ââåðõ.

�àññìîòðèì îòäåëüíî ïåðâî-

ãî íàáëþäàòåëÿ íà ðèñóíêå 2.1. Ïóñòü òî÷êà A � òî÷êà

íàñòîÿùåãî äëÿ ïåðâîãî íàáëþäàòåëÿ. Îíà èìååò ìàòåðèàëü-

íóþ áûòíîñòü, òî åñòü èìååò ïðîîáðàç â ðåàëüíîé �èçè÷åñêîé

âñåëåííîé. Òî÷êà C � ýòî òî÷êà ïðîøëîãî äëÿ ïåðâîãî íà-

áëþäàòåëÿ. Îíà èìåëà, íî óòðàòèëà ñâîþ ìàòåðèàëüíóþ áûò-

íîñòü, îñòàâøèñü â ïðîøëîì. Òî÷êà B, òî÷êà áóäóùåãî äëÿ

ïåðâîãî íàáëþäàòåëÿ, åù¼ íå ïðèîáðåëà ñâîþ ìàòåðèàëüíóþ

áûòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì íà êàæäîé ìèðîâîé ëèíèè â êàæ-

äûé ìèã òîëüêî îäíà òî÷êà èìååò ìàòåðèàëüíóþ áûòíîñòü.

Íî ýòî ñâîéñòâî (ìàòåðèàëüíàÿ áûòíîñòü) ÿâëÿåòñÿ ïåðåõî-

äÿùèì. Îíî ïåðåõîäèò îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé ïî ìåðå

ðàçâ¼ðòûâàíèÿ ñîáûòèé â ðåàëüíîé �èçè÷åñêîé âñåëåííîé.

�àññìîòðèì âíîâü ïåðâîãî íàáëþäàòåëÿ íà ðèñóíêå 2.1, íà-

õîäÿùåãîñÿ â òî÷êå A â ñâî¼ì íàñòîÿùåì. Íàõîäÿñü â ýòîé

òî÷êå, îí ïîíèìàåò, ÷òî â ýòîò ìèã îí íå îäèí âî âñåëåííîé.
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�äå-òî åñòü êàêîé-òî âòîðîé íàáëþäàòåëü, êîòîðûé â ýòîò ìèã

íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå A′
íà ñâîåé ìèðîâîé ëèíèè. Ìû

çíàåì, ÷òî ìãíîâåííàÿ ïåðåäà÷à äàííûõ â òåîðèè îòíîñèòåëü-

íîñòè çàïðåùåíà. Çàïðåùåíà îíà è â íîâîé òåîðèè. Òî÷êè

A è A′
íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì íèêàêèìè ñèãíàëàìè. Èõ

îáúåäèíÿåò òîëüêî îäíî � ñîâìåñòíàÿ ìàòåðèàëüíàÿ áûò-

íîñòü. Ñîâìåñòíàÿ ìàòåðèàëüíàÿ áûòíîñòü ìåæäó òî÷êàìè

A è A′
èìååòñÿ â íàñòîÿùåì. Íî òàêàÿ ñâÿçü ìåæäó òî÷êàìè

äâóõ ìèðîâûõ ëèíèé ìîãëà èìåòüñÿ â ïðîøëîì è ìîæåò îá-

ðàçîâàòüñÿ â áóäóùåì. Íàïðèìåð, òî÷êà C íà ìèðîâîé ëèíèè

ïåðâîãî íàáëþäàòåëÿ ìîãëà èìåòü ñîâìåñòíóþ ìàòåðèàëüíóþ

áûòíîñòü ñ íåêîòîðîé òî÷êîé C′
íà ìèðîâîé ëèíèè âòîðîãî

íàáëþäàòåëÿ, åñëè âòîðîé íàáëþäàòåëü â òîò ìîìåíò ñóùå-

ñòâîâàë, òî åñòü áûë ðîæä¼í, íî åù¼ íå óìåð. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì òî÷êà B íà ìèðîâîé ëèíèè ïåðâîãî íàáëþäàòåëÿ áó-

äåò èìåòü ñîâìåñòíóþ ìàòåðèàëüíóþ áûòíîñòü ñ íåêîòîðîé

òî÷êîé B′
íà ìèðîâîé ëèíèè âòîðîãî íàáëþäàòåëÿ, åñëè âòî-

ðîé íàáëþäàòåëü íà òîò ìîìåíò áóäåò ñóùåñòâîâàòü, òî åñòü

áóäåò ðîæä¼í, íî åù¼ íå óìð¼ò.

Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì ñâîéñòâî ñîâìåñòíîé

ìàòåðèàëüíîé áûòíîñòè êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè (ñì. [10℄ èëè § 2 â ãëàâå I èç [11℄) íà ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè íåçàâèñèìî îò òîãî, êîãäà îíî èìååò ìåñòî áûòü � â

ïðîøëîì, â íàñòîÿùåì èëè â áóäóùåì. Ìû íå îãðàíè÷èâà-

åì åãî òî÷êàìè ìèðîâûõ ëèíèé îäóøåâë¼ííûõ íàáëþäàòåëåé

è ðàñïðîñòðàíÿåì íà òî÷êè ìèðîâûõ ëèíèé íåîäóøåâë¼ííûõ

ïðåäìåòîâ, à òàêæå íà òî÷êè âàêóóìà èç ìåæçâ¼çäíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è òî÷êè âàêóóìà âíóòðè âàêóóìíûõ êàìåð ñîçäàí-

íûõ ÷åëîâåêîì àïïàðàòîâ. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñîâìåñòíîé

ìàòåðèàëüíîé áûòíîñòè ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íà

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñîâìåñòíîé ìàòåðè-

àëüíîé áûòíîñòè. Îäèí èç òàêèõ êëàññîâ, à èìåííî êëàññ

ñîâìåñòíîé ìàòåðèàëüíîé áûòíîñòè òî÷åê A è A′
èçîáðàæ¼í

íà ðèñóíêå 2.1 â �îðìå îêðàøåííîãî ïÿòíà.

×èñòî óìîçðèòåëüíî �îðìà è ñòðóêòóðà êëàññîâ ñîâìåñò-
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íîé ìàòåðèàëüíîé áûòíîñòè ìîæåò áûòü ëþáîé. Îíè ìîãóò

áûòü ãëàäêèìè ñòðóêòóðàìè, èëè �ðàêòàëàìè, èëè äàæå ñî-

âñåì áåññòðóêòóðíûìè ìíîæåñòâàìè. Íî ìû ïðåäïî÷èòàåì

èìåòü äåëî ñ ãëàäêèìè ñòðóêòóðàìè è ïîñòóëèðóåì òî, ÷òî

îíè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè îðèåíòèðóåìûìè òð¼õìåðíûìè ìíî-

ãîîáðàçèÿìè, òî åñòü 3D-áðàíàìè.

Íà 3D-áðàíû êëàññîâ ñîâìåñòíîé ìàòåðèàëüíîé áûòíîñòè

íàêëàäûâàåòñÿ åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîïî-

äîáíîñòè. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè ê

ýòèì áðàíàì âî âñåõ òî÷êàõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè ñâåòîâûìè êîíóñàìè òîëüêî ïî èõ âåðøèíàì.

Èç ñêàçàííîãî âûøå â íîâîé òåîðèè ñêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ êàðòèíà ìèðà. �åàëüíàÿ �èçè÷åñêàÿ âñåëåííàÿ òð¼õìåð-

íà. Îíà ýâîëþöèîíèðóåò è êàæäûé ìîìåíò å¼ ýâîëþöèè èçîá-

ðàæàåòñÿ â �îðìå 3D-áðàíû â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè. Ýòè 3D-áðàíû çàïîëíÿþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò îäíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò Áîëüøîìó âçðûâó (ñì. [12℄). Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ

òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîé êíèãå, îòðèöàåò

ìàòåðèàëüíóþ áûòíîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â öåëîì

è ïðåâðàùàåò åãî â êîëëåêöèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáðàçîâ ðå-

àëüíîé �èçè÷åñêîé âñåëåííîé, ïîëó÷åííûõ â ðàçëè÷íûå ìî-

ìåíòû å¼ ýâîëþöèè. Îíà íàäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè åù¼ îäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

� ðàññëîåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ 3D-áðàí. Â äàëü-

íåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âåùåñòâåííûì

÷åòûð¼õìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, îñíàù¼ííûì ÷åòûðüìÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè: 1) ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé

ñ ñèãíàòóðîé (+,−.−,−), 2) îðèåíòàöèåé, 3) ïîëÿðèçàöèåé,

4) ðàññëîåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ 3D-áðàí, çàïîëíÿ-

þùèì åãî öåëèêîì çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò îäíîé òî÷êè,

ñîîòâåòñòâóþùåé Áîëüøîìó âçðûâó. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ

òàêèìè ñòðóêòóðàìè ñëóæèò �àêòîðîì ïðååìñòâåííîñòè è

ìîñòîì ìåæäó òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè è íîâîé òåîðèåé.
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§ 3. Ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé è
ñîïóòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ïðîñòðàíñòâî-âðå-

ìÿ òåïåðü îñíàùåíî ðàññëîåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ

3D-áðàí. 3D-áðàíû ïîêðûâàþò âñå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ çà èñ-

êëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò îäíîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé Áîëü-

øîìó âçðûâó. Åñëè èñêëþ÷èòü ýòó òî÷êó, òî ÷åðåç êàæ-

äóþ èç îñòàâøèõñÿ òî÷åê P ïðîõîäèò ðîâíî îäíà 3D-áðàíà.

Ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîñòü áðàí îçíà÷àåò, ÷òî ïåðïåíäèêó-

ëÿðû ê íèì âðåìåíèïîäîáíû. Îðèåíòèðóåìîñòü áðàí è íà-

ëè÷èå ìåòðèêè è ïîëÿðèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïîçâî-

ëÿåò âûáðàòü âåêòîðû åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ê áðàíàì n(P )

íàïðàâëåííûìè â ñòîðîíó áó-

äóùåãî è ãëàäêèì îáðàçîì ìå-

íÿþùèìèñÿ ïðè ïåðåõîäå îò

òî÷êè ê òî÷êå â ïðåäåëàõ îò-

äåëüíûõ áðàí è ïðè ïåðåõîäå

îò îäíèõ áðàí ê äðóãèì:

|n(P )| = 1. (3.1)

Âåêòîðû åäèíè÷íûõ íîðìàëåé

ê áðàíàì èç (3.1) ñîñòàâëÿþò

ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â ðàññëîåíèè 3D-áðàí. Îíî ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå 3.1. Ìû íå ìîæåì èçîáðàçèòü òð¼õìåðíûå áðàíû

â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó íà ðèñóíêå îíè èçîá-

ðàæåíû êàê äâóìåðíûå áðàíû

â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñî âñÿêèì âåêòîðíûì ïîëåì

ñâÿçàíî ñåìåéñòâî ñèëîâûõ ëè-

íèé ýòîãî ïîëÿ (ñì. [13℄). Ýòî

ëèíèè, êàñàòåëüíûé âåêòîð êî-

òîðûõ â êàæäîé èõ òî÷êå íà-

ïðàâëåí âäîëü âåêòîðà ïîëÿ â

ýòîé òî÷êå. Ñèëîâûå ëèíèè ïî-
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ëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé n ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.2.

Ïîíÿòèå ñèëîâîé ëèíèè î÷åíü ïîõîæå íà ïîíÿòèå èíòå-

ãðàëüíîé ëèíèè äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (ñì. [14℄). �àçíèöà

çàêëþ÷àåòñÿ â ïàðàìåòðèçàöèè. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè âåêòîð-

íîãî ïîëÿ � ýòî ïàðàìåòðè÷åñêèå ëèíèè, êàñàòåëüíûé âåêòîð

êîòîðûõ â èõ ïàðàìåòðèçàöèè â êàæäîé èõ òî÷êå ñîâïàäàåò ñ

âåêòîðîì ïîëÿ â ýòîé òî÷êå. �åîìåòðè÷åñêè, êàê ìíîæåñòâà

òî÷åê, èíòåãðàëüíûå ëèíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîâïàäàþò ñ ñè-

ëîâûìè ëèíèÿìè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì äåëàòü

ðàçëè÷èé ìåæäó ñèëîâûìè è èíòåãðàëüíûìè ëèíèÿìè ïîëÿ n

íà ðèñóíêå 3.2.

Âûáåðåì êàêèå-ëèáî ïðîèçâîëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäè-

íàòû x, y, z íà îäíîé èç 3D-áðàí íà ðèñóíêå 3.2, ñêàæåì íà

íèæíåé, è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

x1 = x, x2 = y, x3 = z. (3.2)

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âåðõíèõ èíäåêñîâ äëÿ íóìåðà-

öèè êîîðäèíàò è íåêîòîðûå äðóãèå ñîãëàøåíèÿ ïî èíäåêñàì

ïðèäóìàë Ýéíøòåéí. Îíè ñîñòàâëÿþò ýéíøòåéíîâñêóþ òåí-

çîðíóþ íîòàöèþ ïî èñïîëüçîâàíèþ èíäåêñîâ (ñì. § 20 â ãëà-

âå I èç [15℄). Ïðè ïîìîùè ñèëîâûõ ëèíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ

åäèíè÷íûõ íîðìàëåé n (ñì. ðèñóíîê 3.2) êîîðäèíàòû (3.2)

ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ñ ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé 3D-áðàíû

íà âñå äðóãèå áðàíû êàê ââåðõ â íàïðàâëåíèè áóäóùåãî, òàê

è âíèç â íàïðàâëåíèè ïðîøëîãî. Ïîëó÷åííûå òàêèì ñïîñîáîì

êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ ñîïóòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Òðè ãëàäêèå �óíêöèè x, y, z, îïðåäå-

ë¼ííûå ãëîáàëüíî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èëè ëîêàëü-

íî â íåêîòîðîé åãî îáëàñòè, íàçûâàþòñÿ ñîïóòñòâóþùèìè

ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, åñëè èõ çíà÷åíèÿ íå ìå-

íÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ê 3D-áðàíàì è åñëè îíè ñòàíîâÿòñÿ

ãëîáàëüíûìè èëè ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà áðàíå ïîñëå

ñóæåíèÿ íà ëþáóþ èç 3D-áðàí.
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Âûáîð ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò íå åäèíñòâåíåí. Ìû ìî-

æåì çàìåíÿòü îäíè ñîïóòñòâóþùèå êîîðäèíàòû íà äðóãèå.

Òàêàÿ çàìåíà ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ â

ïðåäåëàõ êàêîé-òî îäíîé îòäåëüíîé 3D-áðàíû è çàòåì ðàñ-

ïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå äðóãèå áðàíû. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå �îðìóëû ïåðåõîäà îò îäíèõ ñîïóòñòâóþùèõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ê äðóãèì:











�x1 = �x1(x1, x2, x3),

�x2 = �x2(x1, x2, x3),

�x3 = �x3(x1, x2, x3),











x1 = x1(�x1, �x2, �x3),

x2 = x2(�x1, �x2, �x3),

x3 = x3(�x1, �x2, �x3).

(3.3)

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÷åòûð¼õìåðíî. Íî â (3.3) ìû âèäèì

òîëüêî òðè êîîðäèíàòû. ×åòâ¼ðòàÿ êîîðäèíàòà ïðè çàìåíå

ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò íå ó÷àñòâóåò.

§ 4. Ñîïóòñòâóþùèå íàáëþäàòåëè è ñîñòîÿíèå
àáñîëþòíîãî ïîêîÿ.

Âñïîìíèì, ÷òî 3D-áðàíû, ñîñòàâëÿþùèå íîâóþ ÷åòâåðòóþ

ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ÿâëÿþò-

ñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè. Âåêòîðà

åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ê íèì âðåìåíèïîäîáíû. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé n ê áðàíàì,

ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå 3.2, ìîãóò ñëóæèòü ìèðîâûìè ëèíèÿ-

ìè íåêîòîðûõ íàáëþäàòåëåé â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Òàêèå

íàáëþäàòåëè íàçûâàþòñÿ ñîïóòñòâóþùèìè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Íàáëþäàòåëè, ñîïóòñòâóþùèå êîîðäè-

íàòû êîòîðûõ íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, íàçûâàþòñÿ

ñîïóòñòâóþùèìè íàáëþäàòåëÿìè.

Ñîïóòñòâóþùèå íàáëþäàòåëè äâèæóòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî

3D-áðàíàì îò ïðîøëîãî ê áóäóùåìó. Â íàïðàâëåíèè âäîëü

áðàí îíè íå ïåðåìåùàþòñÿ. Ïîýòîìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíè íàõî-

äÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Ýòî ñîñòîÿíèå àáñîëþòíîãî ïîêîÿ,

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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ïîñêîëüêó îíî íå ïðèâÿçàíî ê êàêèì-òî ìàòåðèàëüíûì îáú-

åêòàì âî âñåëåííîé. Ñîïóòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ

âûäåëåííûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò âî âñåëåííîé, îïðåäåëÿþ-

ùèìè ñîñòîÿíèå àáñîëþòíîãî ïîêîÿ.

Âîïðîñ 4.1. ßâëÿåòñÿ ëè íàëè÷èå âûäåëåííûõ êîîðäèíàò,

îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèÿ àáñîëþòíîãî ïîêîÿ, íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì â íîâîé òåîðèè?

Îòâåò íà ýòî âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé. Âûäåëåííûå êîîðäè-

íàòû ïîÿâëÿþòñÿ â íîâîé òåîðèè âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ìû íå

îòêàçûâàåìñÿ ïîëíîñòüþ îò íàñëåäèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíî-

ñòè Ýéíøòåéíà è ñîõðàíÿåì ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,

õîòÿ è ïîíèæàåì åãî ñòàòóñ äî óðîâíÿ íåìàòåðèàëüíîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé àáñòðàêöèè. Â ïðèíöèïå âîçìîæíî ïîñòðîå-

íèå òåîðèè òð¼õìåðíîé âñåëåííîé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â òàêîé òåîðèè âûäåëåííûõ ñèñòåì

êîîðäèíàò è ñîñòîÿíèÿ àáñîëþòíîãî ïîêîÿ ìîæåò íå áûòü.

Âîïðîñ 4.2. ßâëÿåòñÿ ëè íàëè÷èå âûäåëåííûõ êîîðäèíàò,

îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèÿ àáñîëþòíîãî ïîêîÿ, âîçâðàòîì ê òåî-

ðèè ý�èðà?

Â êàêîé-òî ñòåïåíè äà. Õîòÿ êëàññè÷åñêèé ñâåòîíîñíûé

ý�èð 19-ãî âåêà ÿâëÿåòñÿ ñðåäîé, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ ñâåò. Â íàøåì ñëó÷àå ñîïóòñòâóþùèå êîîðäèíàòû è

îïðåäåëÿåìîå èìè ñîñòîÿíèå àáñîëþòíîãî ïîêîÿ íè ñ êàêîé

ìàòåðèàëüíîé ñðåäîé íå ñâÿçàíû.

Âîïðîñ 4.3. ßâëÿåòñÿ ëè íàëè÷èå âûäåëåííûõ êîîðäèíàò,

îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèÿ àáñîëþòíîãî ïîêîÿ, âîçâðàòîì ê àá-

ñîëþòíîìó íüþòîíîâñêîìó òð¼õìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó?

Â êàêîé-òî ñòåïåíè äà. Íî íüþòîíîâñêîå òð¼õìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî ïëîñêîå è íåèçìåííîå. Â íàøåì ñëó÷àå ìåòðèêà

íà ðàçíûõ 3D-áðàíàõ ìîæåò áûòü ðàçíîé è íå ïëîñêîé. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî ìåòðèêà â íàøåé òð¼õìåðíîé âñåëåííîé ìîæåò
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áûòü íå ïëîñêîé è ìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì. Òî åñòü âñå-

ëåííàÿ â íàøåé òåîðèè ìîæåò ðàñøèðÿòüñÿ èëè ñæèìàòüñÿ â

îòäåëüíûõ ìåñòàõ èëè ãëîáàëüíî â öåëîì.

§ 5. Ìåìáðàííîå âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. �ëàäêàÿ ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿ t íà ïðî-

ñòðàíñòâå-âðåìåíè íàçûâàåòñÿ ìåìáðàííûì âðåìåíåì, åñëè

å¼ çíà÷åíèÿ íå ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ êàæäîé 3D-áðàíû èç

ðàññëîåíèÿ 3D-áðàí è åñëè îíà ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

â íàïðàâëåíèè îò ïðîøëîãî ê áóäóùåìó.

Ìû çíàåì, ÷òî 3D-áðàíû ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ýòàïàì

â ýâîëþöèè ðåàëüíîé òð¼õìåðíîé âñåëåííîé. Ìåìáðàííîå âðå-

ìÿ íóìåðóåò ýòèì ýòàïû, ïðèñâàèâàÿ êàæäîìó èç íèõ êàêîå-òî

÷èñëîâîå çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Âûáîð ìåìáðàííîãî âðåìåíè íå åäèíñòâåíåí. Çàìåíà îäíî-

ãî ìåìáðàííîãî âðåìåíè äðóãèì çàäà¼òñÿ �îðìóëàìè

�t = �t(t), t = t(�t). (5.1)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.1) íàçûâàþòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèåì ìåì-

áðàííîãî âðåìåíè. Íà ãëàäêèå �óíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî

â (5.1) íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

d�t

dt
> 0,

dt

d�t
> 0. (5.2)

Óñëîâèÿ (5.2) îáåñïå÷èâàþò ñòðîãóþ ìîíîòîííîñòü �óíêöèé

�t(t) è t(�t) â �îðìóëàõ (5.1).

Ïðèìåíèòåëüíî ê ðåàëüíîé òð¼õìåðíîé �èçè÷åñêîé âñåëåí-

íîé ìåìáðàííîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì âðåìåíåì, îïðå-

äåë¼ííûì è îäèíàêîâûì âî âñåõ å¼ òî÷êàõ. Íî áóäó÷è ïðîñòî

ìàðêåðîì, íóìåðóþùèì 3D-áðàíû è îòëè÷àþùèì èõ äðóã îò

äðóãà â ðàññëîåíèè 3D-áðàí, ìåìáðàííîå âðåìÿ íå îáÿçàíî

ñîâïàäàòü ñ âðåìåíåì, èçìåðÿåìûì êàêèì-ëèáî ïðèáîðîì.
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§ 6. Ïîñòóëàò ýêâèäèñòàíòíîñòè è îòêàç îò íåãî.

Ïåðâàÿ âåðñèÿ íîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè, íàçâàíèå êîòî-

ðîé ñîâïàäàåò ñ íàçâàíèåì äàííîé êíèãè, áûëà ðàçðàáîòàíà

â ñåðèè ïóáëèêàöèé [16�21℄. �àáîòàì [16�21℄ ïðåäøåñòâîâà-

ëà ðàáîòà [22℄. �åçóëüòàòû ðàáîò [16�21℄ äîêëàäûâàëèñü íà

êîí�åðåíöèÿõ [23�27℄. Ïåðâàÿ âåðñèÿ òåîðèè ñòðîèëàñü ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåãî ïîñòóëàòà ýêâèäèñòàíòíîñòè.

Ïîñòóëàò 6.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ 3D-áðàí èç ðàññëîåíèÿ

3D-áðàí â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè äëèíû âñåõ îòðåçêîâ ñèëîâûõ

ëèíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé n, çàêëþ÷¼ííûõ

ìåæäó ýòèìè äâóìÿ 3D-áðàíàìè, îäèíàêîâà.

Ïîçæå ÿ ñîîáðàçèë, ÷òî ïîñòóëàò ýêâèäèñòàíòíîñòè 6.1

íå íóæåí. Âî âòîðîé âåðñèè òåîðèè îí áûë èñêëþ÷¼í, ñì.

ðàáîòû [28�33℄ è äîêëàäû íà êîí�åðåíöèÿõ [34�37℄. Âòîðàÿ

âåðñèÿ òåîðèè áåç ïîñòóëàòà ýêâèäèñòàíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå

îáùåé. Ïîýòîìó äàëåå â ýòîé êíèãå èçëàãàåòñÿ îíà.
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§ 1. Ñêîðîñòü ñâåòà è å¼ àíàëîãè.
Ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå � ýòî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ýòèì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ ÷åðåç c
el

. Âîîáùå

ãîâîðÿ, ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà. Îäíàêî

â 1983 ãîäó ðåçîëþöèåé � 1, ïðèíÿòîé íà 17-îì çàñåäàíèè, �å-

íåðàëüíàÿ êîí�åðåíöèè ïî ìåðàì è âåñàì ïîñòàíîâèëà îïðå-

äåëÿòü ýòàëîí äëèíû â 1 ìåòð ÷åðåç ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.

Ïîñëå ýòîãî âåëè÷èíà c
el

ïîëó÷èëà òî÷íîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå

c
el

= 299792458 ì/ñ, (1.1)

(ñì. [38℄). Ïîìèìî åäèíèöû äëèíû â �îðìóëå (1.1) èñïîëü-

çóåòñÿ åäèíèöà âðåìåíè. Ýòî ñåêóíäà. Ñ 1967 ãîäà 1 ñåêóíäà

îïðåäåëÿåòñÿ êàê 9192631770 ïåðèîäîâ êîëåáàíèé èçëó÷åíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäó ìåæäó äâóìÿ óðîâíÿìè ñâåðõòîí-

êîé ñòðóêòóðû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè àòîìà èçîòîïà öåçèÿ-133

(ñì. [39℄ è [40℄).

Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ñêîðîñòü ñâåòà èñ-

ïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ðîëÿõ. Ïîìèìî òîãî ÷òî îíà îïðåäå-

ëÿåò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, îíà

ïðèñóòñòâóåò â óðàâíåíèÿõ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è îíà îïðå-

äåëÿåò ïðåäåë ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìàññèâíûõ ìàòåðèàëüíûõ

òåë. Ìàòåðèàëüíûå òåëà, êîòîðûå ìû íàáëþäàåì â ïîâñå-

äíåâíîé æèçíè, ñîñòîÿò èç ìàòåðèè, êîòîðóþ â àñòðî�èçèêå
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íàçûâàþò ñâåòëîé èëè áàðèîííîé ìàòåðèåé. Ïîìèìî íå¼ èìå-

åòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ò¼ìíàÿ ìàòåðèÿ (ñì. [41℄). Îíà íå

îáíàðóæèâàåòñÿ ïðÿìûìè íàáëþäåíèÿìè è ýêñïåðèìåíòàìè.

Å¼ ïðèñóòñòâèå ïîäòâåðæäàåòñÿ êîñâåííûì ïóò¼ì ÷åðåç îïðå-

äåëåíèå ñêîðîñòåé çâ¼çä íà ïåðè�åðèÿõ ãàëàêòèê (ñì. [42℄) è

÷åðåç ãðàâèòàöèîííîå ëèíçèðîâàíèå (ñì. [43℄). Ïîñêîëüêó íà

ñåãîäíÿøíèé äåíü íåò íèêàêîé âîçìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëü-

íîãî èçìåðåíèÿ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè äëÿ ò¼ìíîé ìàòåðèè, òî

íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ñêîðîñòü ñîâïàäàåò ñ

êîíñòàíòîé (1.1). Âñåãî â äàííîé êíèãå ìû áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü ÷åòûðå êîíñòàíòû ñêîðîñòè:

c
el

, c
gr

, c
br

, c
nb

. (1.2)

Ïåðâàÿ èç êîíñòàíò (1.2) ñîâïàäàåò ñ êîíñòàíòîé (1.1). Âòî-

ðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â óðàâíåíèÿõ ãðàâèòàöèè. Òðåòüÿ � ýòî

ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü äëÿ áàðèîííîé ìàòåðèè. ×åòâ¼ðòàÿ êîí-

ñòàíòà � ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü äëÿ íåáàðèîííîé ìàòåðèè. Ïî-

ñêîëüêó ñåé÷àñ ìû íè÷åãî íå çíàåì î ñòðóêòóðå ò¼ìíîé ìàòå-

ðèè, ìû äîïóñêàåì, ÷òî îíà ìîæåò ðàçäåëÿòüñÿ íà íåñêîëüêî

ñîðòîâ, è ó êàæäîãî ñîðòà ò¼ìíîé ìàòåðèè ìîæåò áûòü ñâî¼

çíà÷åíèå êîíñòàíòû c
nb

.

Â íîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â

ýòîé êíèãå íåò íèêàêèõ àïðèîðíûõ çàïðåòîâ íà òî, ÷òîáû âñå

êîíñòàíòû (1.2) áûëè ðàçëè÷íû. È åñëè ýêñïåðèìåíò ïîêàçû-

âàåò ñîâïàäåíèå êàêèõ-òî èç íèõ, òî ýòîìó äîëæíî áûòü äàíî

îòäåëüíîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Òåîðèþ îòíîñèòåëüíî-

ñòè Ýéíøòåéíà ìû òàêèì îáîñíîâàíèåì íå ñ÷èòàåì â ñèëó òåõ

âîçðàæåíèé ê íåé, êîòîðûå áûëè âûñêàçàíû â § 1 èç ïåðâîé

ãëàâû ýòîé êíèãè.

§ 2. �åäóêöèÿ ÷åòûð¼õìåðíîé ìåòðèêè
ê òð¼õìåðíîé.

Îñíîâûâàÿñü íà êðèòèêå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èç §1 ïåð-

âîé ãëàâû, ìû ïîíèçèëè åãî ñòàòóñ äî óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé



20 �ËÀÂÀ II. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ�Î ÏÎËß.

àáñòðàêöèè, êîòîðîé íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîå ðåàëüíîå ÷åòû-

ð¼õìåðíîå �èçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â íîâîé òåîðèè ìû íå

îòêàçûâàåìñÿ îò ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïîëíîñòüþ,

ñîõðàíÿÿ åãî êàê ïîëåçíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ àáñòðàêöèþ.

Â §2 ïåðâîé ãëàâû áûëî ñêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

îñíàùåíî ÷åòûðüìÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè: 1) ïñåâ-

äîðèìàíîâîé ìåòðèêîé ñ ñèãíàòóðîé (+,−.−,−), 2) îðèåí-

òàöèåé, 3) ïîëÿðèçàöèåé, 4) ðàññëîåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîïî-

äîáíûõ 3D-áðàí, çàïîëíÿþùèì åãî öåëèêîì çà èñêëþ÷åíèåì

áûòü ìîæåò îäíîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé Áîëüøîìó âçðû-

âó. Ïåðâûå òðè èç ýòèõ ñòðóêòóð çàèìñòâóþòñÿ èç òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà. ×åòâ¼ðòàÿ äîáàâëÿåòñÿ â íîâîé

òåîðèè íà îñíîâå ðàññóæäåíèé èç § 2 ïåðâîé ãëàâû. �àçáåð¼ì

ðîëü ýòèõ ñòðóêòóð. Îðèåíòàöèÿ íå ïîçâîëÿåò ñìåøèâàòüñÿ

ëåâîìó è ïðàâîìó â ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå è íå äà¼ò âîçìîæ-

íîñòè ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè áûòü ÷åì-òî ïëîõèì òèïà ëèñòà

Ì¼áèóñà (ñì. [44℄).

Ïîëÿðèçàöèÿ óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå îò ïðîøëîãî ê áóäó-

ùåìó. Â § 3 ïåðâîé ãëàâû îíà ïîçâîëèëà íàì âûáðàòü ïîëå

åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ê 3D-áðàíàì, íàïðàâëåííîå â áóäóùåå.

Íàëè÷èå ïåðâûõ òð¼õ ñòðóêòóð è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîñòü

3D-áðàí èíäóöèðóåò òð¼õìåðíóþ îðèåíòàöèþ íà íèõ. Òî åñòü

â 3D-áðàíàõ ëåâîå è ïðàâîå â ðàçìåðíîñòè òðè òîæå íå ìîãóò

ïåðåìåøèâàòüñÿ, à ñàìè 3D-áðàíû íå ìîãóò áûòü ÷åì-òî ïëî-

õèì òèïà ëèñòà Ì¼áèóñà (ñì. [44℄). Ýòî åñòåñòâåííî, ïîñêîëü-

êó 3D-áðàíû â íàøåé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ðåàëüíîé

�èçè÷åñêîé âñåëåííîé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû å¼ ýâîëþöèè.

Ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé êîëè÷åñòâåí-

íîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ïðîèçâîëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò x0, x1, x2, x3 îíà çàäà¼òñÿ ñèììåòðè÷íîé

ìàòðèöåé G ðàçìåðîì 4× 4. Å¼ êîìïîíåíòû

Gij = Gj i, ãäå 0 6 i, j 6 3. (2.1)

Â § 3 ïåðâîé ãëàâû ìû ïîñòðîèëè òðè ñïåöèàëüíûå ïðîñòðàí-

ñòâåííûå êîîðäèíàòû (3.2), ñâÿçàííûå ñ ðàññëîåíèåì 3D-áðàí
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è ïîëåì åäèíè÷íûõ íîðìàëåé n ê íèì. Îíè áûëè íàçâàíû

ñîïóòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè, ñì. îïðåäåëåíèå 3.1. Äàëåå â

§5 ìû îïðåäåëèëè ìåìáðàííîå âðåìÿ t, ñì. îïðåäåëåíèå 5.1.

Ïðè ïîìîùè ìåìáðàííîãî âðåìåíè ìû äîïîëíÿåì ïðîñòðàí-

ñòâåííûå ñîïóòñòâóþùèå êîîðäèíàòû (3.2) äî ïîëíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè:

x0 = c
gr

t, x1 = x, x2 = y, x3 = z. (2.2)

Çàìåòüòå, ÷òî â (2.2) ìû èñïîëüçóåì íå ñêîðîñòü ñâåòà c
el

èç

�îðìóëû (1.1), à âòîðóþ êîíñòàíòó èç (1.2).

Ñ êîîðäèíàòàìè (2.2) ñâÿçàíû âåêòîðû

e

0

=

∂

∂x0
, e

1

=

∂

∂x1
, e

2

=

∂

∂x2
, e

3

=

∂

∂x3
. (2.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ 5.1 â ïåðâîé ãëàâå ñëåäóåò, ÷òî îòäåëüíûå 3D-

áðàíû ìîæíî âûäåëÿòü óñëîâèÿìè âèäà t = onst. Ïîýòîìó

ïîñëåäíèå òðè âåêòîðà â (2.3) ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê 3D-

áðàíàì. Èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 â ïåðâîé ãëàâå ñëåäóåò, ÷òî

îòäåëüíûå ñèëîâûå ëèíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ n ìîæíî âûäåëÿòü

óñëîâèÿìè âèäà x1 = onst

1

, x2 = onst

2

, x3 = onst

3

. Ïîýòîìó

âåêòîð e

0

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñèëîâûì ëèíèÿì ïîëÿ n è

íàïðàâëåí â áóäóùåå âäîëü âåêòîðà íîðìàëè n. Îòñþäà

e

0

⊥ e

1

, e

0

⊥ e

2

, e

0

⊥ e

3

. (2.4)

Äëÿ êîìïîíåíò ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè (2.1) â êîîðäèíàòàõ

(2.2) ñîîòíîøåíèÿ (2.4) îçíà÷àþò, ÷òî

G
12

= 0, G
13

= 0, G
23

= 0,
(2.5)

G
21

= 0, G
31

= 0, G
32

= 0.

Òåîðåìà 2.1. Â ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (2.2), ïîëó÷åí-

íûõ ñîåäèíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäè-

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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íàò è ìåìáðàííîãî âðåìåíè, ìàòðèöà ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðè-

êè (2.1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (2.5) è ïîòîìó ñòàíîâèò-

ñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé.

Èñõîäÿ èç ñèãíàòóðû (+,−,−,−) ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðè-

êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, çàïèøåì ñ�îðìóëèðîâàííûé â

òåîðåìå 2.1 ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåì âèäå:

Gij =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

g
00

0 0 0

0 −g
11

−g
12

−g
13

0 −g
21

−g
22

−g
23

0 −g
31

−g
32

−g
33

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

. (2.6)

Âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû (2.6) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäè-

íàò (2.2). Èõ òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèè òð¼õ

ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò è ìåìáðàííîãî

âðåìåíè. Íèêàêèõ äðóãèõ ñèñòåì êîîðäèíàò â ýòîé êíèãå ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò. Âåëè÷èíû èç íèæíåãî äèàãîíàëüíîãî

áëîêà â (2.6) îïðåäåëÿò òð¼õìåðíóþ åâêëèäîâó ìåòðèêó íà

áðàíàõ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò çàâèñÿùåé îò âðåìåíè åâêëè-

äîâîé ìåòðèêå â ðåàëüíîé �èçè÷åñêîé âñåëåííîé:

gij = gij(t, x
1, x2, x3), ãäå 1 6 i, j 6 3. (2.7)

Ïðè çàìåíàõ ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò (3.3) èç ïåðâîé ãëàâû

îíè ïðåîáðàçóþòñÿ òàê:

�gij =

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq
∂xk

∂�xi

∂xq

∂�xj
, gij =

3

∑

k=1

3

∑

q=1

�gkq
∂�xk

∂xi

∂�xq

∂xj
. (2.8)

Ôîðìóëû (2.8) ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ òð¼õìåð-

íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âàëåíòíîñòè (0, 2).

Âåëè÷èíà g
00

èç âåðõíåãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà ìàòðèöû

(2.6) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèåé íà 3D-áðàíàõ, êîòîðàÿ
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ñîîòâåòñòâóåò çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ñêàëÿðíîé �óíêöèè â

ðåàëüíîé �èçè÷åñêîé âñåëåííîé:

g
00

= g
00

(t, x1, x2, x3). (2.9)

Ïðè çàìåíàõ ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò (3.3) èç ïåðâîé ãëàâû

�óíêöèÿ (2.9) âåä¼ò ñåáÿ êàê ñêàëÿð, òî åñòü íå èçìåíÿåò-

ñÿ. Íî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàñøòàáèðîâàíèÿ ìåìáðàííîãî

âðåìåíè (5.1) èç ïåðâîé ãëàâû îíà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

�g
00

= g
00

(

∂t

∂�t

)

2

, g
00

= �g
00

(

∂�t

∂t

)

2

. (2.10)

Ôîðìóëû (2.10) ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíî-

ìåðíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âàëåíòíîñòè (0, 2).

Âåëè÷èíû (2.7) ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàñøòàáèðîâàíèÿ

âðåìåíè (5.1) èç ïåðâîé ãëàâû âåäóò ñåáÿ êàê ñêàëÿðû. Îíè

íå ìåíÿþòñÿ. Ìåíÿåòñÿ òîëüêî àðãóìåíò âðåìåíè â íèõ.

Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ (2.9) è êîìïîíåíòû ìåòðèêè (2.7) îá-

ðàçóþò ïîëíûé íàáîð äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþ-

ùèõ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå â íîâîé òåîðèè. Ñ ó÷¼òîì ñèì-

ìåòðèè ìàòðèöû (2.7) ÷èñëî òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

ðàâíî 7. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà

÷èñëî äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ãðàâèòàöèîí-

íîå ïîëå, ðàâíî 10.

§ 3. Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà.
Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, îïèñûâàþùèå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà, ìû çàïèøåì òàê:

rij −
r

2

Gij − ΛGij =
8 π γ

c4
gr

Tij . (3.1)

Ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (3.1) ñëåãêà îòëè÷àåòñÿ

îò òîé, ÷òî ìîæíî íàéòè â Âèêèïåäèè [45℄. �ëàâíîå îòëè-

÷èå â çíàêå ïåðåä Λ. Òàêîé âûáîð ñäåëàí äëÿ ñîâïàäåíèÿ
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îáîçíà÷åíèé ñ êíèãîé [3℄. Â ñèëó âîçíèêøåãî îòëè÷èÿ â çíà-

êå ìû çäåñü âûáèðàåì çíà÷åíèå êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû,

îòëè÷àþùååñÿ çíàêîì îò [46℄:

Λ ≈ −1, 0905 · 10−56

ñì

−2. (3.2)

Ïîìèìî (3.2) â óðàâíåíèÿõ Ýéíøòåéíà (3.1) èìååòñÿ åù¼ îäíà

êîíñòàíòà γ. Ýòî ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà

γ ≈ 6, 674 · 10−8

ñì

3 · ã−1 · ñ−2, (3.3)

êîòîðàÿ âõîäèò â çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ (ñì. [47℄ è

[48℄). Áóêâà γ èñïîëüçîâàíà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîíñòàíòû (3.3)

ñ öåëüþ ñîãëàñîâàíèÿ îáîçíà÷åíèé ñ êíèãîé [3℄.

Âåëè÷èíû Tij â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1) � ýòî êîìïî-

íåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïîëÿìè

ìàòåðèè, â òîì ÷èñëå è ò¼ìíîé ìàòåðèè.

Âåëè÷èíû rij â (3.1) � ýòî êîìïîíåíòû òåíçîðà �è÷÷è.

Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ìåòðèêè (3.1) â íåñêîëü-

êî øàãîâ. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîé

ñâÿçíîñòè � ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ:

γk
ij =

1

2

3

∑

s=9

Gks

(

∂Gsj

∂xi
+

∂Gis

∂xj
− ∂Gij

∂xs

)

, (3.4)

ñì. [49℄. Äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû:

rkisj =
∂γk

ji

∂xs
− ∂γk

si

∂xj
+

3

∑

q=0

γk
sq γ

q
ji −

3

∑

q=0

γk
jq γ

q
si, (3.5)

ñì. [50℄. Êîìïîíåíòû òåíçîðà �è÷÷è ïîëó÷àþòñÿ èç êîìïî-

íåíò òåíçîðà êðèâèçíû (3.5) ñâ¼ðòûâàíèåì ïî ïàðå èíäåêñîâ:

rij =

3

∑

k=0

rkikj, (3.6)
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ñì. [51℄. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïîëó÷àåòñÿ ñâ¼ðòûâàíèåì òåí-

çîðà �è÷÷è (3.6) ñ îáðàòíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì:

r =

3

∑

i=0

3

∑

j=0

rij G
ij , (3.7)

ñì. [52℄. Êîìïîíåíòû îáðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â (3.4)

è (3.7) îáîçíà÷åíû áóêâîé G ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè. Îíè

ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó îáðàòíóþ ê ìàòðèöå (2.1).

§ 4. �åäóêöèÿ ÷åòûð¼õìåðíîãî òåíçîðà �è÷÷è
íà 3D-áðàíû.

Òåíçîð �è÷÷è (3.6) âõîäèò â óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (3.1).

Åãî ðåäóêöèÿ íà 3D-áðàíû ñîñòîèò â ïîäñòàíîâêå áëî÷íî-

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (2.6) â �îðìóëû (3.4), (3.5) è (3.6).

Òð¼õìåðíàÿ ìåòðèêà (2.7), âõîäÿùàÿ â ñîñòàâ ìàòðèöû (2.6),

çàäà¼ò ñâîé íàáîð ñèìâîëîâ Êðèñòî��åëÿ:

Γ
k
ij =

1

2

3

∑

s=1

gks
(

∂gsj

∂xi
+

∂gis

∂xj
− ∂gij

∂xs

)

. (4.1)

×àñòü ñèìâîëîâ Êðèñòî��åëÿ (3.4) ñîâïàäàåò ñ ñèìâîëàìè

Êðèñòî��åëÿ (4.1). À èìåííî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

γk
ij = Γ

k
ij äëÿ 1 6 i, j, k 6 3. (4.2)

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñèìâîëîâ Êðèñòî��åëÿ (3.4) âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ0ij =
g−1

00

2

∂gij

∂x0
äëÿ 1 6 i, j 6 3, (4.3)

γk
0j = γk

j0 =
1

2

3

∑

s=1

gks
∂gsj

∂x0
=

=

3

∑

s=1

g
00

gks γ0sj äëÿ 1 6 k, j 6 3,

(4.4)
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γq
00

=

1

2

3

∑

s=1

gqs
∂g

00

∂xs
äëÿ 1 6 q 6 3, (4.5)

γ0q0 = γ0
0q =

1

2

g−1

00

∂g
00

∂xq
äëÿ 1 6 q 6 3, (4.6)

γ0
00

=

1

2

g−1

00

∂g
00

∂x0
. (4.7)

Ôîðìóëû (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) è (4.7) âûâîäÿòñÿ èç (3.4) ñ

èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû (2.6).

Äàëåå ìû îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

bij =
1

2

∂gij

∂x0
. (4.8)

Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â (4.8) âûáðàíû ñïåöèàëüíûå êî-

îðäèíàòû (2.2). Âåëè÷èíû (4.8) � ýòî êîìïîíåíòû ñèììåò-

ðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ b. Ïîäíèìàÿ èíäåêñû â (4.8), ìû

ïðîèçâåä¼ì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

bkj =

3

∑

s=1

gks bsj, bij =

3

∑

s=1

bis g
sj . (4.9)

Ïðè ïîìîùè ââåä¼ííûõ âåëè÷èí (4.8) è (4.9) �îðìóëû (4.3) è

(4.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

γ0ij = g−1

00

bij äëÿ 1 6 i, j 6 3, (4.10)

γk
0j = γk

j 0 = bkj äëÿ 1 6 k, j 6 3. (4.11)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà �è÷÷è ïî �îðìóëå

(3.6) íóæíû íå âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû (3.5), à

òîëüêî òå, äëÿ êîòîðûõ s = k:

rkikj =
∂γk

ji

∂xk
− ∂γk

ki

∂xj
+

3

∑

q=0

γk
kq γ

q
ji −

3

∑

q=0

γk
jq γ

q
ki. (4.12)
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Ïðèìåíÿÿ (4.2), (4.10) è (4.11) ê (4.12), ìû ïîëó÷èì

rkikj = Rk
ikj + g−1

00

bkk bij −
− g−1

00

bkj bki äëÿ 1 6 i, j, k 6 3.
(4.13)

Çäåñü Rk
ikj � êîìïîíåíòû òð¼õìåðíîãî òåíçîðà êðèâèçíû.

Îíè çàäàþòñÿ �îðìóëîé, ïîõîæåé íà (3.5):

Rk
isj =

∂Γk
ji

∂xs
− ∂Γk

si

∂xj
+

3

∑

q=1

Γ
k
sq Γ

q
ji −

3

∑

q=1

Γ
k
jq Γ

q
si. (4.14)

Êîìïîíåíòû òð¼õìåðíîé ñâÿçíîñòè â (4.14) çâäàþòñÿ �îðìó-

ëîé (4.1). À òð¼õìåðíûé òåíçîð �è÷÷è äà¼òñÿ �îðìóëîé

Rij =

3

∑

k=1

Rk
ikj , (4.15)

êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà (3.6).

�àññìîòðèì ñëó÷àé k = 0 è 1 6 i, j 6 3 â (4.12). Â ýòîì

ñëó÷àå ìû èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

r0i0j =
∂γ0ji

∂x0
− ∂γ0

0i

∂xj
+

3

∑

q=0

γ0
0q γ

q
ji −

3

∑

q=0

γ0jq γ
q
0i. (4.16)

Ïðèìåíèâ �îðìóëû (4.10), (4.6), (4.2), (4.7) è (4.11) ê (4.16),

ìû ñâåä¼ì �îðìóëó (4.16) ê âèäó

r0i0j = g−1

00

∂bij

∂x0
− 1

2

g−1

00

∇ij g00 −
1

2

g−2

00

∂g
00

∂x0
bij +

+

1

4

g−2

00

∇i g00∇j g00 −
3

∑

q=1

g−1

00

bjq b
q
i äëÿ 1 6 i, j 6 3.

(4.17)

Ïðèìåíèâ (4.13) è (4.17) ê (3.6), ìû âûâîäèì �îðìóëó äëÿ
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÷àñòè êîìïîíåíò ÷åòûð¼õìåðíîãî òåíçîðà �è÷÷è:

rij = g−1

00

∂bij

∂x0
− 1

2

g−1

00

∇ij g00 −
1

2

g−2

00

∂g
00

∂x0
bij +

+

1

4

g−2

00

∇i g00∇j g00 + Rij + g−1

00

3

∑

k=1

bkk bij − (4.18)

− g−1

00

3

∑

k=1

(bki b
k
j + bkj b

k
i ) äëÿ 1 6 i, j 6 3.

Çäåñü ∇ � çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îòíîñèòåëüíî

òð¼õìåðíîé ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ñ êîìïîíåíòàìè (4.1).

Ñëåäóþùèé øàã � ýòî ñëó÷àé i = 0 è 1 6 j, k 6 3. â (4.12).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

rk
0kj =

∂bkj

∂xk
− ∂bkk

∂xj
+

3

∑

q=1

Γ
k
kq b

q
j −

3

∑

q=1

Γ
k
jq b

q
k+

+

1

2

g−1

00

bkk
∂g

00

∂xj
− 1

2

g−1

00

bkj
∂g

00

∂xk
.

(4.19)

Ìû äîáàâèì äâà ñëàãàåìûõ ê �îðìóëå (4.19) è ïîìåíÿåì

ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñëàãàåìûõ â íåé:

rk
0kj =

∂bkj

∂xk
+

3

∑

q=1

Γ
k
kq b

q
j −

3

∑

q=1

Γ
q
kj b

k
q +

1

2

g−1

00

bkk ∇j g00−

− ∂bkk
∂xj

−
3

∑

q=1

Γ
k
jq b

q
k +

3

∑

q=1

Γ
q
jk b

k
q −

1

2

g−1

00

bkj ∇k g00.

Èç-çà Γ
q
kj = Γ

q
jk äîáàâëåííûå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ. Íî îíè

ïîçâîëÿþò çàìåíèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîâàðèàíòíûìè:

rk
0kj = ∇k b

k
j −∇j b

k
k +

1

2

g−1

00

bkk ∇j g00−

− 1

2

g−1

00

bkj ∇k g00 äëÿ 1 6 k, j 6 3.

(4.20)

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé i = k = 0 è 1 6 j 6 3 â (4.12).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ çàíóëåíèå

r0
00j = 0 äëÿ 1 6 j 6 3. (4.21)

Ïðèìåíèâ (4.20) è (4.21) ê (3.6), ïîëó÷àåì

r
0j =

3

∑

k=1

∇k b
k
j −

3

∑

k=1

∇j b
k
k+

+

1

2

g−1

00

3

∑

k=1

(

bkk ∇j g00 − bkj ∇k g00

)

.

(4.22)

Â ñèëó ñèììåòðèè òåíçîðà �è÷÷è rij = rj i èç (4.22) âûâîäèì

ri0 =

3

∑

k=1

∇k b
k
i −

3

∑

k=1

∇i b
k
k +

+

1

2

g−1

00

3

∑

k=1

(

bkk ∇i g00 − bki ∇k g00

)

.

(4.23)

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì ÷òîáû ïîñ÷èòàòü êîìïîíåí-

òó r
00

÷åòûð¼õìåðíîãî òåíçîðà �è÷÷è. Âûáåðåì i = 0, j = 0 è

1 6 k 6 3 â (4.12). Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âûáîðà ïîëó÷èì

rk
0k0 =

1

2

3

∑

s=1

gks∇ks g00 −
g−1

00

4

3

∑

s=1

gks∇k g00 ·

· ∇s g00 +
1

2

g−1

00

∂g
00

∂x0
bkk −

∂bkk
∂x0

−
3

∑

q=1

bkq b
q
k.

(4.24)

È ïîñëåäíèé ñëó÷àé � ýòî i = 0, j = 0, k = 0 â (4.12). Îí äà¼ò

r0
000

= 0. (4.25)
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Ïðèìåíèâ ñîîòíîøåíèÿ (4.24) è (4.25) ê (3.6), ïîëó÷àåì

r
00

=

1

2

3

∑

k=1

3

∑

s=1

gks ∇ks g00 −
g−1

00

4

3

∑

k=1

3

∑

s=1

gks ∇k g00 ·

· ∇s g00 +
1

2

g−1

00

∂g
00

∂x0

3

∑

k=1

bkk −
3

∑

k=1

∂bkk
∂x0

−
3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k.

(4.26)

Ôîðìóëû (4.18), (4.22), (4.23) è (4.26) îñóùåñòâëÿþò èñêî-

ìóþ ðåäóêöèþ ÷åòûð¼õìåðíîãî òåíçîðà �è÷÷è íà 3D-áðàíû.

Îíè âûðàæàþò åãî êîìïîíåíòû (3.6) â ñïåöèàëüíûõ êîîð-

äèíàòàõ (2.2) ÷åðåç êîìïîíåíòû òð¼õìåðíîãî òåíçîðà �è÷÷è

(4.15), ÷åðåç ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ g
00

è ÷åðåç êîìïîíåíòû òåí-

çîðíîãî ïîëÿ b, îïðåäåëÿåìîãî �îðìóëîé (4.8). Êîìïîíåíòû

òð¼õìåðíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè (2.7) â ýòèõ âûðàæåíèÿõ òàê-

æå ïðèñóòñòâóþò.

§ 5. �åäóêöèÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû
íà 3D-áðàíû.

×åòûð¼õìåðíàÿ ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

(3.7). Ñ ó÷¼òîì (2.6) ýòó �îðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

r = r
00

g−1

00

−
3

∑

i=1

3

∑

j=1

rij g
ij. (5.1)

Ïðèìåíÿÿ (4.18) è (4.26) ê (5.1) è ó÷èòûâàÿ (4.8), ïîëó÷àåì

r = g−2

00

∂g
00

∂x0

3

∑

k=1

bkk + g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇kq g00−

− g−2

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇k g00∇q g00 − 2 g−1

00

3

∑

k=1

∂bkk
∂x0

−

−R− g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k − g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q.

(5.2)



§ 6. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ�Î ÏÎËß . . . 31

Âåëè÷èíà R â (5.2) � ýòî òð¼õìåðíàÿ ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà.

Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

R =

3

∑

i=1

3

∑

j=1

Rij g
ij. (5.3)

Ôîðìóëà (5.3) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì �îðìóëû (3.6) äëÿ ÷åòûð¼õ-

ìåðíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû. À ïîëó÷åííàÿ âûøå �îðìóëà

(5.2) ðåàëèçóåò èñêîìóþ ðåäóêöèþ ÷åòûð¼õìåðíîé ñêàëÿðíîé

êðèâèçíû íà 3D-áðàíû.

§ 6. �åäóêöèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
íà 3D-áðàíû.

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (3.1) ìû âèäèì êîì-

ïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Îäíàêî íèêàêèõ �îðìóë

äëÿ ýòèõ êîìïîíåíò ó íàñ íåò, ïîñêîëüêó ìû íå ðàññìàòðè-

âàåì íèêàêèõ êîíêðåòíûõ âèäîâ ìàòåðèè âî âñåëåííîé. Ïî-

ýòîìó äëÿ ðåäóêöèè êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà íà

3D-áðàíû äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü èõ çàïèñàííûìè â ñïåöèàëüíûõ

êîîðäèíàòàõ (2.2)

Òåïåðü ìû ãîòîâû âûïîëíèòü ðåäóêöèþ óðàâíåíèé Ýéí-

øòåéíà (3.1) íà 3D-áðàíû. Â ðåçóëüòàòå òàêîé ðåäóêöèè

óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ðàçäåëÿþòñÿ íà òðè ãðóïïû. Ñàìîé

ìíîãî÷èñëåííîé ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé. Îíà ñî-

äåðæèò øåñòü óðàâíåíèé, ïðîíóìåðîâàííûõ äâóìÿ èíäåêñàìè

1 6 i, j 6 3. Âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé ñîäåðæèò òðè óðàâ-

íåíèÿ, ïðîíóìåðîâàííûõ èíäåêñîì 1 6 i 6 3. Òðåòüÿ ãðóïïà

óðàâíåíèé ñîäåðæèò âñåãî îäíî óðàâíåíèå. Çàïèøåì ñíà÷àëà

âòîðóþ ãðóïïó ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

3

∑

k=1

∇k b
k
i −

3

∑

k=1

∇i b
k
k +

1

2

g−1

00

3

∑

k=1

bkk ∇i g00−

− 1

2

g−1

00

3

∑

k=1

bki ∇k g00 =
8 π γ

c4
gr

Ti0,

(6.1)
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Äàëåå çàïèøåì óðàâíåíèÿ èõ ïåðâîé ñàìîé ìíîãî÷èñëåííîé

ãðóïïû ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

g−2

00

2

(

gij

3

∑

k=1

bkk − bij

)

∂g
00

∂x0
+

g−1

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij −

− δki δ
q
j

)

∇kq g00 −
g−2

00

4

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij − δki δ
q
j

)

·

· ∇k g00∇q g00 + g−1

00

(

∂bij

∂x0
−

3

∑

k=1

∂bkk
∂x0

gij −
3

∑

k=1

(bki ·

· bkj + bkj b
k
i )−

gij

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k −

gij

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q+

+

3

∑

k=1

bkk bij

)

+ Rij −
R

2

gij + Λ gij =
8 π γ

c4
gr

Tij ,

(6.2)

È â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü çàïèøåì åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå èç

òðåòüåé ãðóïïû ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

1

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(bkk b
q
q − bkq b

q
k) +

R

2

g
00

− Λ g
00

=

8 π γ

c4
gr

T
00

. (6.3)

Óðàâíåíèÿ (6.2) âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.18) è (5.2).

Óðàâíåíèå (6.3) âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.26) è (5.2).

Óðàâíåíèÿ (6.1) âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.23).

§ 7. Óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
â íîâîé òåîðèè.

×èñëî ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà â ðåçóëüòàòå èõ

ðåäóêöèè íà 3D-áðàíû íå ìåíÿåòñÿ. Èõ 10, èç íèõ øåñòü â

óðàâíåíèÿõ (6.2), òðè â óðàâíåíèÿõ (6.1) è îäíî óðàâíåíèå

â (6.3). À ÷èñëî äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ
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ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, â íîâîé òåîðèè ðàâíî ñåìè. Ïîýòîìó

èç íîâîé òåîðèè èñêëþ÷àþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ. Ýòî óðàâíåíèÿ

(6.1). Óðàâíåíèÿ (6.2) è (6.3) îñòàþòñÿ è ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó

óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â íîâîé òåîðèè. Âûáîð

èìåííî ýòèõ óðàâíåíèé áóäåò îïðàâäàí â ãëàâå III.

§ 8. ×¼ðíûå äûðû Øâàðöøèëüäà

â íîâîé òåîðèè.

×¼ðíûå äûðû Øâàðöøèëüäà çàäàþòñÿ ìåòðèêîé Øâàðö-

øèëüäà. Ýòà ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ýéí-

øòåéíà (3.1) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ è ñ âûáîðîì Λ = 0 â

íèõ. Â íàøåé òåîðèè ìû íå çàìåíÿåì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

(3.1) äðóãèìè. Ìû ëèøü ïðåîáðàçóåì èõ â ñïåöèàëüíûå êîîð-

äèíàòû (2.2), ñâÿçàííûå ñ ðàññëîåíèåì 3D-áðàí, è èñêëþ÷àåì

èç òåîðèè ÷àñòü èç íèõ. Ïîýòîìó âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Ýéíøòåéíà (3.1) îñòàþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé ãðàâèòàöè-

îííîãî ïîëÿ (6.2) è (6.3) â íîâîé òåîðèè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

èõ â ñïåöèàëüíûå êîîðäèíàòû (2.2).

Ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà äèàãîíàëüíà â òåõ êîîðäèíàòàõ, â

êîòîðûõ îíà òðàäèöèîííî çàïèñûâàåòñÿ. Å¼ äèàãîíàëüíûå

êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

g
00

= 1− r
gr

ρ
, g

11

=

−1

1− r
gr

ρ

,

(8.1)

g
22

= −ρ2, g
33

= −ρ2 sin2(θ).

Äèàãîíàëüíîñòü ìåòðèêè (8.1) ñîãëàñóåòñÿ ñ áëî÷íîé äèàãî-

íàëüíîñòüþ ìàòðèöû (2.6). Êîíñòàíòà r
gr

â (8.1) íàçûâàåòñÿ

ãðàâèòàöèîííûì ðàäèóñîì ÷¼ðíîé äûðû Øâàðöøèëüäà.

Ïåðåìåííûå ρ è θ ìîæíî ñ÷èòàòü ñ�åðè÷åñêèìè ñîïóò-

ñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè íà áðàíàõ, äîïîëíèâ èõ åù¼ îäíîé

ñîïóòñòâóþùåé êîîðäèíàòîé φ. Èõ ìîæíî äîïîëíèòü ìåì-

áðàííûì âðåìåíåì t. Ïðè òàêîì ïîíèìàíèè ïðèñóòñòâóþùèõ
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è îòñóòñòâóþùèõ â (8.1) ïåðåìåííûõ 3D-áðàíû áóäóò çàäà-

âàòüñÿ óðàâíåíèÿìè t = onst, à êîîðäèíàòû

x0 = c
gr

t, x1 = ρ, x2 = θ, x3 = φ. (8.2)

áóäóò àíàëîãàìè êîîðäèíàò (2.2).

Ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, å¼ êîìïî-

íåíòû (8.1) íå çàâèñÿò îò ìåìáðàííîãî âðåìåíè t â (8.2).

Ïîýòîìó èç �îðìóëû (4.8) ìû âûâîäèì

bij = 0. (8.3)

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åòûð¼õìåð-

íûé òåíçîð �è÷÷è äëÿ ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà (8.1) òîæäå-

ñòâåííûì îáðàçîì ðàâåí íóëþ:

rij = 0. (8.4)

Ýòî æå âåðíî è äëÿ ÷åòûð¼õìåðíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû:

r = 0. (8.5)

Ôîðìóëà (8.4) âûâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóë (3.4), (3.5) è

(3.6). Äàëåå �îðìóëà (8.5) âûâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè (3.7). Èç

(8.4) è (8.5) ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà (8.1) ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (3.1) ñ íóëåâîé ïðàâîé

÷àñòüþ è ñ âûáîðîì Λ = 0 â íèõ.

Â òð¼õìåðíîé ïàðàäèãìå íîâîé òåîðèè ìåòðèêà Øâàðö-

øèëüäà (8.1) ðàçäåëÿåòñÿ íà òð¼õìåðíóþ ìåòðèêó

g
11

=

1

1− r
gr

ρ

, g
22

= ρ2, g
33

= ρ2 sin2(θ) (8.6)

è íà îòäåëüíóþ ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ

g
00

= 1− r
gr

ρ
. (8.7)
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Ìåòðèêà (8.6) îïðåäåëÿåò êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè

â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (4.1):

Γ
1

11

=

r
gr

2 ρ (r
gr

− ρ)
, Γ

2

12

= Γ
2

21

=

1

ρ
,

Γ
1

22

= r
gr

− ρ, Γ
3

23

= tg θ,
(8.8)

Γ
1

33

= (r
gr

− ρ) sin2 θ, Γ
3

13

= Γ
3

31

=

1

ρ
,

Γ
2

33

= −sin(2 θ)

2

, Γ
3

32

= tg θ.

Èñïîëüçóÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (8.8), ïðè ïîìîùè �îðìóë

(4.14) è (4.15) ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òð¼õìåðíîãî

òåíçîðà �è÷÷è äëÿ ìåòðèêè (8.6). Îíè ñîñòàâëÿþò äèàãî-

íàëüíóþ 3× 3 ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè

R
11

=

r
gr

ρ2 (r
gr

− ρ)
, R

22

=

r
gr

2 ρ
, R

33

=

r
gr

sin

2 θ

2 ρ
(8.9)

íà äèàãîíàëè. Èç (8.9), âû÷èñëèâ ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ïî

�îðìóëå (5.3), íàõîäèì, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ:

R = 0. (8.10)

Â óðàâíåíèÿõ (6.2) ïðèñóòñòâóåò ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé �óíê-

öèè (8.7). Åãî êîìïîíåíòû ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:

∇
1

g
00

=

r
gr

ρ2
, ∇

2

g
00

= 0, ∇
3

g
00

= 0. (8.11)

Ïîìèìî ãðàäèåíòà (8.11) â óðàâíåíèÿõ (6.2) ïðèñóòñòâóåò

äâîéíîé ãðàäèåíò ∇ij g00 ñêàëÿðíîé �óíêöèè (8.7):

∇ij g00 =
∂2g

00

∂xi ∂xj
−

3

∑

k=1

Γ
k
ij

∂g
00

∂xk
. (8.12)

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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Êîìïîíåíòû äâîéíîãî ãðàäèåíòà (8.12) òîæå ëåãêî âû÷èñ-

ëÿþòñÿ. Îíè ñîñòàâëÿþò äèàãîíàëüíóþ 3 × 3 ìàòðèöó ñî

ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè:

∇
11

g
00

=

(4 ρ− 3 r
gr

)

2 (r
gr

− ρ) ρ3
,

∇
22

g
00

=

r
gr

(r
gr

− ρ)

ρ2
, (8.13)

∇
33

g
00

=

r
gr

(r
gr

− ρ) sin2 θ

ρ2
.

Ñëàãàåìûå ñ êîìïîíåíòàìè ãðàäèåíòà (8.11) è ñ êîìïîíåí-

òàìè äâîéíîãî ãðàäèåíòà (8.13) â óðàâíåíèÿõ (6.2) èìåþò âèä

Aij =
g−2

00

4

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij − δki δ
q
j

)

∇k g00∇q g00,

Bij =
g−1

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij − δki δ
q
j

)

∇kq g00.

(8.14)

Âåëè÷èíû (8.14) � ýòî êîìïîíåíòû äâóõ äèàãîíàëüíûõ ìàò-

ðèö 3× 3 ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè

A
11

= 0, B
11

=

r
gr

(r
gr

− ρ) ρ2
,

A
22

=

r
gr

(r
gr

− ρ)

ρ2
, B

22

=

r
gr

(3 r
gr

− 2 ρ)

4 (r
gr

− ρ) ρ
, (8.15)

A
33

=

r
gr

(r
gr

− ρ) sin2 θ

ρ2
, B

33

=

r
gr

(3 r
gr

− 2 ρ) sin2 θ

4 (r
gr

− ρ) ρ
.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óðàâíåíèé (6.1),

(6.2) è (6.3) äëÿ ìåòðèêè (8.6) è �óíêöèè (8.7). Â ñèëó (8.3)

âñå êîìïîíåíòû òåíçîðíîãî ïîëÿ b â (6.1), (6.2) è (6.3) çà-

íóëÿþòñÿ. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (6.1)
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îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè ïðè óñëîâèè Ti0 = 0. Äàëåå â

ñèëó (8.10) è (8.3) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (6.3) îêà-

çûâàåòñÿ âûïîëíåííûì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ T
00

= 0 è

äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè Λ = 0. Ïåðåõîäèì ê óðàâ-

íåíèÿì (6.2). Â ñèëó ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé (8.3),

(8.10) è (8.14) óðàâíåíèÿ (6.2) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

Bij − Aij +Rij + ΛGij =
8 π γ

c4
gr

Tij. (8.16)

Ïðèìåíèâ (8.15) è (8.9) ê (8.16), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíå-

íèÿ (6.2) îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè ïðè óñëîâèè Tij = 0 è â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Λ = 0. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò �îðìóëè-

ðóåòñÿ â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 8.1. Òð¼õìåðíàÿ ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà (8.6) è

ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ (8.7) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ãðàâèòà-

öèîííîãî ïîëÿ (6.2), (6.3) è (6.1) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ,

òî åñòü â îòñóòñòâèè ìàòåðèè, â ðàìêàõ êîñìîëîãèè ñ íóëåâîé

êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Λ = 0.

§ 9. Êîîðäèíàòíàÿ êîâàðèàíòíîñòü
óðàâíåíèé ãðàâèòàöèè.

Êîîðäèíàòíîé êîâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèé ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðèðîäû îáû÷íî íàçûâàþò ñîõðàíåíèå �îðìû ýòèõ óðàâíå-

íèé ïðè çàìåíå îäíèõ êîîðäèíàò äðóãèìè è îäíîâðåìåííîé

çàìåíå âõîäÿùèõ â íèõ �óíêöèé äðóãèìè ïî îïðåäåë¼ííûì

ïðàâèëàì. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì êîîðäèíàòíî êîâàðèàíòíûõ

óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà êîì-

ïîíåíòû òåíçîðíûõ ïîëåé, çàïèñàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïå-

ðàöèé òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ, ñâ¼ðòêè è êîâàðèàíòíîãî äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ (ñì. [53℄). Óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

(6.1), (6.2) è (6.3) îòíîñÿòñÿ èìåííî ê òàêîìó êëàññó êîîð-

äèíàòíî êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé. Îíè ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâî

êîîðäèíàòíîé êîâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî çàìåí îäíèõ ñî-

ïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò äðóãèìè (ñì. (3.3) â ïåðâîé ãëàâå).
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§ 10. Êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé
ãðàâèòàöèè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé

ìàñøòàáèðîâàíèÿ ìåìáðàííîãî âðåìåíè.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ ìåìáðàííîãî âðåìåíè

çàäàþòñÿ �îðìóëàìè (5.1) â ïåðâîé ãëàâå. Ñ ó÷¼òîì (2.2)

èõ ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�x0 = �x0(x0), x0 = x0(�x0). (10.1)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.1) íå çàòðàãèâàþò ïðîñòðàíñòâåííûõ ñî-

ïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò â (2.2). Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü























�x0 = �x0(x0),

�x1 = x1,

�x2 = x2,

�x3 = x3,























x0 = x0(�x0),

x1 = �x1,

x2 = �x2,

x3 = �x3.

(10.2)

×åòûð¼õìåðíàÿ ìåòðèêà (2.6) ïîä÷èíÿåòñÿ ñòàíäàðòíîìó çà-

êîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðíîãî ïîëÿ âàëåíòíîñòè

(0, 2) ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (10.2):

Gij =

3

∑

k=0

3

∑

q=0

∂�xk

∂xi

∂�xq

∂xj
�Gkq, (10.3)

Ýòîìó æå çàêîíó ïîä÷èíÿþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (6.1), (6.2) è (6.3):

Tij =

3

∑

k=0

3

∑

q=0

∂�xk

∂xi

∂�xq

∂xj
�Tkq. (10.4)

Â ñèëó ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðåîáðàçîâàíèé (10.2) �îðìóëû

(10.3) ñîõðàíÿþò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû (2.6).
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Ýòè �îðìóëû ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïðîñòðàíñòâåííóþ è âðå-

ìåííóþ ÷àñòè. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü èìååò âèä

gij(x
0, x1, x2, x3) = �gij(�x

0

(x0), x1, x2, x3), (10.5)

ãäå 1 6 i, j 6 3. Âðåìåííàÿ ÷àñòü èìååò âèä

g
00

(x0, x1, x2, x3) = (�x0(x0)′)2 �g
00

(�x0(x0), x1, x2, x3). (10.6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè �x0(x0) â (10.1).

Òîãäà �îðìóëû (10.5) è (10.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

g
00

= ξ2 �g
00

, gij = �gij. (10.7)

Â îòëè÷èå îò (10.3) �îðìóëà (10.4) ðàçáèâàåòñÿ íå íà äâå,

à íà òðè ÷àñòè. Äâå èç íèõ èìåþò âèä

T
00

= ξ2 �T
00

, Tij =
�Tij äëÿ 1 6 i, j 6 3. (10.8)

Òðåòüÿ ÷àñòü �îðìóëû (10.4) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

Ti0 = ξ �Ti0 è T
0i = ξ �T

0i äëÿ 1 6 i 6 3. (10.9)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.7), (10.8) è (10.9) ìîãóò áûòü ðàñïðî-

ñòðàíåíû íà âñå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèÿõ ãðàâèòàöèè (6.1),

(6.2) è (6.3). Èç (10.7) ìû âûâîäèì

gij = �gij. (10.10)

Çàòåì, ïðèìåíèâ (10.7) è (10.10) ê (4.8), ìû ïîëó÷àåì

bij = ξ �bij, bkq = ξ �bkq . (10.11)

Äè��åðåíöèðóÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (10.7) ïî x0, ìû íàõîäèì

∂g
00

∂x0
= ξ3

∂�g
00

∂�x0
+ 2 ξ ξ′ �g

00

. (10.12)
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äè��åðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (10.11)

ïî ïåðåìåííîé x0, ìû âûâîäèì

∂bij

∂x0
= ξ2

∂�bij

∂�x0
+ ξ′ �bij ,

∂bkq

∂x0
= ξ2

∂�bkq

∂�x0
+ ξ′ �bkq . (10.13)

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü âòîðîå ñî-

îòíîøåíèå (10.7), ñîîòíîøåíèÿ (10.2) è ñîîòíîøåíèå (10.10) ê

(4.1). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìû ïîëó÷èì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ êîìïîíåíò òð¼õìåðíîé ñâÿçíîñòè:

Γ
k
ij =

�Γ
k
ij . (10.14)

Ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.14) âìåñòå ñ (10.2) äàþò

∇i g00 = ξ2∇i �g00, ∇ij g00 = ξ2∇ij �g00. (10.15)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèìåíèâ (10.14) è (10.2) ê (10.11),

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå �îðìóëû:

∇ibkq = ξ∇i
�bij , ∇ib

k
q = ξ∇i

�bkq . (10.16)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.2), (10.7), (10.10) è (10.14), ïðèìåí¼ííûå

ê ñîîòíîøåíèÿì (4.14), (4.15) è (5.3), äàþò

Rij =
�Rij , R =

�R. (10.17)

Òåîðåìà 10.1. Óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè (6.1), (6.2) è (6.3)

êîâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì (10.2), (10.7),

(10.8), (10.9), (10.10), (10.11), (10.12), (10.13), (10.14), (10.15),

(10.16) è (10.17), êîòîðûå èíäóöèðîâàíû ìàñøòàáèðîâàíèåì

ìåìáðàííîãî âðåìåíè (10.1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.1 ñîñòîèò â ïðÿìûõ âû÷èñëå-

íèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå �îðìóë.



�ËÀÂÀ III

ËÀ��ÀÍÆÅÂ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÂÛÂÎÄÓ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ�Î ÏÎËß.

§ 1. Äåéñòâèå äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïðååìñòâåííîñòè ìåæäó òåîðèåé îòíîñè-

òåëüíîñòè Ýéíøòåéíà è íîâîé òåîðèåé, êîòîðàÿ ðàññìàòðè-

âàåòñÿ â ýòîé êíèãå, ìû ñîõðàíèëè ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà-

âðåìåíè, õîòÿ è ëèøèëè åãî ñòàòóñà ÷åòûð¼õìåðíîãî �èçè-

÷åñêîãî êîíòèíóóìà (ñì. § 2 â ïåðâîé ãëàâå). Äåéñòâèå ãðà-

âèòàöèîííîãî ïîëÿ â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äà¼òñÿ

÷åòûð¼õìåðíûì èíòåãðàëîì

S
gr

= −
c3
gr

16 π γ

∫

(r + 2Λ)
√
− detG d4x, (1.1)

ñì. [3℄. Ìû èñïîëüçóåì äåéñòâèå (1.1), ïåðåïèñàâ åãî â òð¼õ-

ìåðíîì âèäå â òåðìèíàõ ñîïóòñòâóþùèõ êîîðäèíàò è ìåì-

áðàííîãî âðåìåíè (ñì. §3 è § 5 â ïåðâîé ãëàâå), êàê ýòî áûëî

ñäåëàíî â [29℄. Â ñèëó (2.6) èç âòîðîé ãëàâû ïîëó÷àåì

√
− detG =

√

g
00

√

det g . (1.2)

Ïîäñòàíîâêà (1.2) â �îðìóëó (1.1) äà¼ò

S
gr

= −
c4
gr

16 π γ

∫∫

(r + 2Λ)

√

det g
√

g
00

d3x dt. (1.3)
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Äëÿ ÷åòûð¼õìåðíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû r âî âòîðîé ãëàâå

áûëà âûâåäåíà �îðìóëà (5.2). Ñ ó÷¼òîì �îðìóë (2.2) èç

âòîðîé ãëàâû ýòà �îðìóëà ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê:

r = g−2

00


g
00

c
gr

3

∑

k=1

bkk + g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇kq g00−

− g−2

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇k g00∇q g00 − 2 g−1

00

3

∑

k=1


bkk
c
gr

−

−R− g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k − g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q.

(1.4)

Òðàäèöèîííî èíòåãðàëû äåéñòâèÿ �èçè÷åñêèõ òåîðèé ñî-

äåðæàò äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ýòèõ òåîðèé è èõ ïåðâûå

ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Â �îðìóëå (1.4) ìû âèäèì ñëàãàå-

ìîå ñ


bkk. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëû (4.8) è (2.2) èç âòîðîé ãëàâû,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �îðìóëó:


bij =
1

2 c
gr

�gij . (1.5)

Â ñèëó (1.5) ñëàãàåìîå ñ


bkk ñîäåðæèò âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò

äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïî âðåìåíè. Òàêîå ñëàãàåìîå íàäî

èñêëþ÷èòü èç èíòåãðàëà äåéñòâèÿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

(1.3). Ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [29℄.

§ 2. �åäóêöèÿ èíòåãðàëà äåéñòâèÿ.
Âûáåðåì ïåðâîå è ÷åòâ¼ðòîå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè

�îðìóëû (1.4). Ïðè èõ ïîäñòàíîâêå â èíòåãðàë (1.3) ìû

ïîëó÷èì ñëåäóþùèé èíòåãðàë ïî âðåìåíè:

I =

u
∫

v

(

g−2

00


g
00

c
gr

3

∑

k=1

bkk − 2 g−1

00

3

∑

k=1


bkk
c
gr

)

√

det g
√

g
00

dt. (2.1)
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§ 2. �ÅÄÓÊÖÈß ÈÍÒÅ��ÀËÀ ÄÅÉÑÒÂÈß. 43

Èíòåãðàë (2.1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

I =

u
∫

v

(

g
−3/2
00


g
00

c
gr

3

∑

k=1

bkk − 2 g
−1/2
00

3

∑

k=1


bkk
c
gr

)

√

det g dt. (2.2)

Äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëà (2.2) ñ ïðèìåíåíèåì

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äà¼ò

I =

u
∫

v

∂

∂t

(

−2 g−1/2
00

3

∑

k=1

bkk
c
gr

)

√

det g dt = −2 g−1/2
00

·

·
3

∑

k=1

bkk
c
gr

√

det g

u

v

+

u
∫

v

2 g
−1/2
00

3

∑

k=1

bkk
c
gr

∂(
√
det g )

∂t
dt.

(2.3)

Íåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí â �îðìóëå (2.3) ìîæíî îïóñòèòü, ïî-

ñêîëüêó òàêèå ÷ëåíû íå âëèÿþò íà äè��åðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ, âûâîäèìûå èç èíòåãðàëîâ äåéñòâèÿ. Èíòåãðàëüíûé

÷ëåí â �îðìóëå (2.3) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïðè ïîìîùè �îð-

ìóëû ßêîáè äëÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ äåòåðìèíàíòà (ñì. [54℄):

∂(
√
det g )

∂t
=

1

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq
∂gkq

∂t

√

det g . (2.4)

Ïðèìåíèâ �îðìóëó (2.4) è �îðìóëû (4.8) è (2.2) èç âòîðîé

ãëàâû ê èíòåãðàëó (2.3), ïîëó÷àåì

I = −2 g−1/2
00

3

∑

k=1

bkk
c
gr

√

det g

u

v

+

+

u
∫

v

2 g
−1/2
00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q

√

det g dt.

(2.5)
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Â ñèëó (2.5) èíòåãðàë äåéñòâèÿ (1.3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

S
gr

= −
c4
gr

16 π γ

∫∫

(ρ+ 2Λ)

√

det g
√

g
00

d3x dt, (2.6)

ãäå ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ρ äà¼òñÿ �îðìóëîé

ρ = g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇kq g00 −
g−2

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ·

· ∇k g00∇q g00 − R− g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k +

+ g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q.

(2.7)

Â îòëè÷èå îò èñõîäíîãî èíòåãðàëà äåéñòâèÿ (1.3), èíòåãðàë

äåéñòâèÿ (2.6) ñîäåðæèò ëèøü ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ gij è g
00

.

§ 3. Ëàãðàíæèàí ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
è ëàãðàíæèàí ìàòåðèè.

Èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàëû äåéñòâèÿ â ïîëåâûõ òåîðèÿõ �

ýòî èíòåãðàëû ïî âðåìåíè îò ëàãðàíæèàíîâ, à ëàãðàíæèàíû

� ýòî èíòåãðàëû îò ïëîòíîñòåé ëàãðàíæèàíîâ ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïîýòîìó ìû çàïèøåì (2.6) êàê

S
gr

=

∫

L
gr

dt, L
gr

=

∫

L
gr

√

det g d3x. (3.1)

Ìàòåðèÿ èìååò ñâîé ñîáñòâåííûé èíòåãðàë äåéñòâèÿ è ñâîé

ñîáñòâåííûé ëàãðàíæèàí. Èõ ìû çàïèøåì òàê:

S
mat

=

∫

L
mat

dt, L
mat

=

∫

L
mat

√

det g d3x. (3.2)
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Ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà â (3.1) äà¼òñÿ �îðìóëîé

L
gr

= −
c4
gr

16 π γ

√

g
00

(ρ+ 2Λ), (3.3)

ãäå ρ áåð¼òñÿ èç (2.7). Êâàäðàòíûé êîðåíü èç g
00

óíàñëåäîâàí

îò ÷åòûð¼õìåðíîãî äåéñòâèÿ. Ïîýòîìó çäåñü â òð¼õìåðíîì

ïîäõîäå ìû íå âêëþ÷àåì åãî â (3.1) è îòíîñèì ê ïëîòíîñòè

ëàãðàíæèàíà (3.3).

Â ñèëó �îðìóëû (2.7) ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà (3.3) çàâèñèò

îò g
00

è îò gij è îò ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè ýòèõ äèíàìè÷å-

ñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò gij çàìåíÿþòñÿ

íà bij â ñèëó �îðìóë (4.8) è (2.2) èç âòîðîé ãëàâû. Ïîýòîìó

L
gr

= L
gr

(g, 
g, g,b). (3.4)

Çäåñü g è 
g èçîáðàæàþò g
00

è 
g
00

, à g and b èçîáðàæàþò gij è

bij. Ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ìàòåðèè ìîæåò çàâèñåòü îò íåêî-

òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâà-

þùèõ ñîñòîÿíèå ìàòåðèè. Ìû îáîçíà÷èì ýòè äèíàìè÷åñêèå

ïåðåìåííûå ÷åðåç Q
1

, . . . , Qn, à èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè

îáîçíà÷èì ÷åðåç


Q
1

, . . . , 
Qn:


Qi =
∂Qi

∂t
. (3.5)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.5) àíàëîãè÷íû ñîîòíîøåíèÿì (4.8) èç âòîðîé

ãëàâû. Íà èõ îñíîâå ìû çàïèøåì

L
mat

= L
mat

(g, 
g, g,b,Q, 
Q). (3.6)

Êàæäûé àðãóìåíò â ñïèñêå àðãóìåíòîâ L
gr

è L
mat

â (3.4) è

(3.6) èçîáðàæàåò íå òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû äèíà-

ìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, íî è íåêîòîðîå êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî

èõ ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì x1, x2, x3.
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Ïîëíûé èíòåãðàë äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ìàòå-

ðèè åñòü ñóììà èíòåãðàëîâ (3.1) è (3.2):

S =

∫

Ldt, L =

∫

L
√

det g d3x, (3.7)

ãäå L = L
gr

+ L
mat

. (3.8)

Ñëåäóþùèé øàã â ðàçâèòèè òåîðèè ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè

ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

1

(ñì. [55℄) ê èíòåãðàëó äåé-

ñòâèÿ S â �îðìóëàõ (3.7). Ïðèìåíèâ ýòîò ïðèíöèï �îðìàëü-

íî, ìû ïîëó÷àåì òðè ãðóïïû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé èìååò âèä

− 1

2 c
gr

∂

∂t

( δL
δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

− 1

2

( δL
δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

3

∑

q=1

bqq +

+

( δL
δgij

)

g, 
g,b

Q, 
Q

= 0, ãäå 1 6 i, j 6 3.

(3.9)

Ýòà ãðóïïà óðàâíåíèé àññîöèèðîâàíà ñ äèíàìè÷åñêèìè ïåðå-

ìåííûìè gij è bij. Âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé àññîöèèðîâàíà ñ

äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè g
00

è 
g
00

:

− ∂

∂t

( δL
δ 
g

00

)

g,g,b

Q, 
Q

− c
gr

( δL
δ 
g

00

)

g,g,b

Q, 
Q

3

∑

q=1

bqq+

+

( δL
δg

00

)


g,g,b

Q, 
Q

= 0.

(3.10)

Ýòà ãðóïïà óðàâíåíèé ñîñòîèò èç îäíîãî åäèíñòâåííîãî óðàâ-

íåíèÿ (3.10). Òðåòüÿ ãðóïïà óðàâíåíèé ñâÿçàíà ñ ìàòå-

ðèåé. Îíà àññîöèèðîâàíà ñ äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè

1

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïðàâèëüíåå áûëî áû íàçûâàòü ïðèí-

öèïîì ñòàöèîíàðíîãî äåéñòâèÿ, ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíîñòü äåéñòâèÿ ïî

�àêòó íèêîãäà íå òðåáóåòñÿ.
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Q
1

, . . . , Qn è


Q
1

, . . . , 
Qn è îïèñûâàåò äèíàìèêó ýòèõ ïåðå-

ìåííûõ ïî âðåìåíè:

− ∂

∂t

( δL
δ 
Qi

)

g, 
g,g

b, 
Q

− c
gr

( δL
δ 
Qi

)

g, 
g,g
b,Q

3

∑

q=1

bqq+

+

( δL
δQi

)

g, 
g,g

b, 
Q

= 0, ãäå 1 6 i 6 3.

(3.11)

Óðàâíåíèÿ (3.9) è (3.10) îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ãðàâèòàöèîí-

íîãî ïîëÿ, à óðàâíåíèÿ (3.11) îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ìàòåðèè.

Íèæå ìû íå áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü óðàâíåíèÿ (3.11) ïî-

ñêîëüêó â äàííîé êíèãå ïåðåìåííûå Q
1

, . . . , Qn íå êîíêðåòè-

çèðóþòñÿ è íåò êîíêðåòíûõ �îðìóë äëÿ ïëîòíîñòè ëàãðàíæè-

àíà ìàòåðèè L
mat

â (3.2) è (3.8). ×òî æå êàñàåòñÿ óðàâíåíèé

(3.9) è (3.10), òî ìû èõ áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü. Îáîçíà÷èì

δL
mat

δgij
=− 1

2 c
gr

∂

∂t

(δL
mat

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

−

− 1

2

(δL
mat

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

3

∑

q=1

bqq +
(δL

mat

δgij

)

g, 
g,b

Q, 
Q

, (3.12)

δL
mat

δgij
= −

3

∑

k=1

3

∑

q=1

δL
mat

δgkq
gki gqj . (3.13)

Ïîìèìî (3.12) è (3.13) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå �îðìóëû:

δL
mat

δg
00

=− ∂

∂t

(δL
mat

δ 
g
00

)

g,g,b

Q, 
Q

−

− c
gr

(δL
mat

δ 
g
00

)

g,g,b

Q, 
Q

3

∑

q=1

bqq +
(δL

mat

δg
00

)


g,g,b

Q, 
Q

, (3.14)

δL
mat

δg00
= −δL

mat

δg
00

g2
00

. (3.15)
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Èñïîëüçóÿ (3.7) è ïðèìåíÿÿ (3.12) ê (3.9), ìû âûâîäèì

− 1

2 c
gr

∂

∂t

(δL
gr

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

− 1

2

(δL
gr

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

3

∑

q=1

bqq +

+

(δL
gr

δgij

)

g, 
g,b

Q, 
Q

= −δL
mat

δgij
.

(3.16)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (3.7) è ïðèìåíÿÿ (3.14) ê

óðàâíåíèþ (3.10), âûâîäèì

− ∂

∂t

(δL
gr

δ 
g
00

)

g,g,b

Q, 
Q

− c
gr

(δL
gr

δ 
g
00

)

g,g,b

Q, 
Q

3

∑

q=1

bqq+

+

(δL
gr

δg
00

)


g,g,b

Q, 
Q

= −δL
mat

δg
00

.

(3.17)

Òåïåðü îñòà¼òñÿ ëèøü âûâåñòè ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ëåâûõ

÷àñòåé â óðàâíåíèÿõ (3.16) è (3.17). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì

�îðìóëû (3.1), (3.3) è (2.7).

§ 4. Óðàâíåíèÿ äëÿ òð¼õìåðíîé ìåòðèêè.
Â íåÿâíîé �îðìå íåîáõîäèìûå íàì äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ äëÿ òð¼õìåðíîé ìåòðèêè gij çàïèñàíû â âèäå óðàâ-

íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (3.16). ×òîáû ñäåëàòü èõ ÿâíûìè,

íàäî âû÷èñëèòü ÷àñòíûå âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå â ëåâîé

÷àñòè óðàâíåíèé (3.16). Âíåñ¼ì ìàëûå âàðèàöèè â äèíàìè÷å-

ñêèå ïåðåìåííûå bij ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

�bij = bij(t, x
1, x2, x3) + ε hij(t, x

1, x2, x3). (4.1)

Çäåñü ε → 0 � ýòî ìàëûé ïàðàìåòð, à hij(t, x
1, x2, x3) �

ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå �óíêöèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì (ñì.
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[56℄). Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíûå âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå

ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíà L
gr

ïî bij îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

�L
gr

= L
gr

+ ε

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

(δL
gr

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

·

· hij

√

det g d3x+ . . . ,

(4.2)

ãäå L
gr

áåð¼òñÿ èç (3.1) è

�L
gr

� ýòî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè

�big âìåñòî bij â L
gr

. Ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà L
gr

â (4.2)

çàäà¼òñÿ �îðìóëîé (3.3). Îíà çàâèñèò îò bij òîëüêî ÷åðåç

ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (2.7) äëÿ

ρ. Àíàëîãè÷íûå ñëàãàåìûå èìåþòñÿ â �îðìóëå (2.6) èç [18℄.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü �îðìóëó (6.3) èç [18℄, ñëåãêà

ìîäè�èöèðîâàâ å¼:

(δL
gr

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

=

c4
gr

g
−1/2
00

8 π γ

(

bij −
3

∑

k=1

bkk g
ij

)

. (4.3)

Òåïåðü ñîãëàñíî (3.16) ìû äîëæíû ïðîäè��åðåíöèðîâàòü

÷àñòíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ (4.3) ïî âðåìåíè t:

− 1

2 c
gr

∂

∂t

(δL
gr

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

=

c3
gr

g
−3/2
00

16 π γ

(

bij

2

−
3

∑

k=1

bkk
gij

2

)

·

· 
g
00

−
c4
gr

g
−1/2
00

16 π γ

(

1

c
gr


bij −
3

∑

k=1

1

c
gr


bkk g
ij
+

3

∑

k=1

2 bkk b
ij

)

.

(4.4)

Ïðè âûâîäå (4.4) ìû èñïîëüçîâàëè �îðìóëó äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû:


gij = −
3

∑

k=1

3

∑

q=1

gik 
gkq g
qj. (4.5)

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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Âìåñòå ñ (4.5) ïðè âûâîäå (4.4) ìû èñïîëüçîâàëè �îðìóëû

(4.8) è (2.2) èç âòîðîé ãëàâû äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
gkq.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû (3.16) ïðåîáðàçó-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−1

2

(δL
gr

δbij

)

g, 
g,g

Q, 
Q

3

∑

q=1

bqq =

= −
c4
gr

g
−1/2
00

16 π γ

(

3

∑

k=1

bkk b
ij −

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q g

ij

)

.

(4.6)

Òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû (3.16) ñîäåðæèò

÷àñòíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ îò L
gr

ïî gij . ×òîáû âû-

÷èñëèòü ýòó ÷àñòíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ ìû ââîäèì

ìàëóþ âàðèàöèþ ìåòðèêè:

�gij = gij(t, x
1, x2, x3) + ε hij(t, x

1, x2, x3). (4.7)

Íåñìîòðÿ íà ñîîòíîøåíèÿ (4.8) è (2.2) èç âòîðîé ãëàâû âà-

ðèàöèè (4.1) è (4.7) ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Çäåñü âíîâü

ε → 0 � ýòî ìàëûé ïàðàìåòð è hij(t, x
1, x2, x3) � ïðîèçâîëü-

íûå ãëàäêèå �óíêöèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. ×àñòíàÿ

âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíà L
gr

ïî gij
îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

�L
gr

= L
gr

+ ε

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

(δL
gr

δgij

)

g, 
g,b

Q, 
Q

·

· hij

√

det g d3x + . . . .

(4.8)

Âòîðîé èíòåãðàë L
gr

â (3.1) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî (3.3)

è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ (2.7) ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü èíòåãðàëîâ:

L
gr

= L
1

+ L
2

+ L
3

+ L
4

+ L
5

+ L
6

. (4.9)
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Ïåðâûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ èìååò âèä

L
1

= −
c4
gr

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq g
−1/2
00

∇kq g00
√

det g d3x. (4.10)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) ïîõîæå íà (4.10):

L
2

=

c4
gr

16 π γ

∫

3

∑

k=1

q=1

gkq
g
−3/2
00

2

∇k g00∇q g00
√

det g d3x. (4.11)

Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (4.9) ñîäåðæèò

ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó R:

L
3

=

c4
gr

16 π γ

∫

g
1/2
00

R
√

det g d3x. (4.12)

×åòâ¼ðòîå è ïÿòîå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (4.9)

ïîõîæè äðóã íà äðóãà:

L
4

=

c4
gr

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

g
−1/2
00

bkq b
q
k

√

det g d3x, (4.13)

L
5

= −
c4
gr

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

g
−1/2
00

bkk b
q
q

√

det g d3x. (4.14)

Øåñòîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (4.9) ñîäåðæèò

êîñìîëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó:

L
6

= −
c4
gr

16 π γ

∫

g
1/2
00

2Λ

√

det g d3x. (4.15)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíîé âàðèàöèîííîé

ïðîèçâîäíîé â (4.8) íàäî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (4.7) âìåñòî



52 �ËÀÂÀ III. ËÀ��ÀÍÆÅÂ ÏÎÄÕÎÄ . . .

gij â êàæäûé èç èíòåãðàëîâ (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14),

(4.15) è ïîñëå ýòîãî ðàçëîæèòü êàæäûé èç íèõ ïî ìàëîìó

ïàðàìåòðó ε äî ñëàãàåìûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Â �îðìóëå (4.10) ïðèñóòñòâóåò âòîðàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ∇kq g00. Îíà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû Γs
kq

ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè äëÿ ìåòðèêè (2.7) èç âòîðîé ãëàâû:

∇kq g00 =
g
00

∂xk ∂xq
−

3

∑

s=1

Γ
s
kq

g
00

∂xs
. (4.16)

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Γ
s
kq çàäàþòñÿ �îðìóëîé Ëåâè-×èâèòà:

Γ
s
kq =

1

2

3

∑

r=1

gsr
(

∂grq

∂xk
+

∂gkr

∂xq
− ∂gkq

∂xr

)

(4.17)

(see § 7 èç ãëàâû III â [53℄). Ïðèìåíèâ (4.7) ê âåëè÷èíå gsr â

�îðìóëå (4.10), ìû ïîëó÷èì

�gsr = gsr − ε

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gsk hkq g
qr
+ . . . . (4.18)

Ìíîãîòî÷èåì â (4.2), (4.8) è (4.18) ìû îáîçíà÷àåì ñëàãàåìûå

áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε. Ôîðìóëà

(4.18) àíàëîãè÷íà �îðìóëå (4.5). Ïðèìåíèâ �îðìóëû (4.7) è

(4.18) ê (4.17), ìû âûâîäèì �îðìóëó

�Γ
s
kq = Γ

s
kq+

ε

2

3

∑

r=1

gsr (∇k hrq +∇q hkr −∇r hkq)+ . . . . (4.19)

Òåïåðü ïðèìåíèì �îðìóëó (4.19) ê (4.16). Ýòî äà¼ò

�∇kq g00 = ∇kq g00 −
ε

2

3

∑

r=1

3

∑

s=1

gsr
(

∇k hrq +

+∇q hkr −∇r hkq

)

∇s g00 + . . . .

(4.20)
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Ïîìèìî âòîðîé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé (4.16) èíòåãðàë L
1

â (4.10) ñîäåðæèò gkq è êâàäðàòíûé êîðåíü

√

det g . Âûðà-

æåíèå gkq ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóëû (4.18). À äëÿ

êâàäðàòíîãî êîðíÿ

√

det g ìû ïèøåì

√

det �g =

√

det g +

ε

2

3

∑

r=1

3

∑

s=1

grs hrs

√

det g + . . . . (4.21 )

Ïîäîáíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â �îðìóëå (2.4), �îðìóëà

(4.21) âûâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóëû ßêîáè äëÿ äè��åðåí-

öèðîâàíèÿ äåòåðìèíàíòîâ (ñì. [54℄).

Ñåé÷àñ ìû ïðèìåíèì (4.18), (4.20) è (4.21) ê èíòåãðàëó

(4.10). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì

�L
1

= L
1

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

q=1

g
−1/2
00

(

gik gqj − 1

2

gkq gij
)

·

· ∇kq g00 hij

√

det g d3x+
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

q=1

3

∑

r=1

s=1

g
−1/2
00

gkq gsr

2

·

·
(

∇k hrq +∇q hkr −∇r hkq

)

∇s g00
√

det g d3x+ . . . .

(4.22)

Âòîðîé èíòåãðàë â �îðìóëå (4.22) ïðåîáðàçóåòñÿ ïóò¼ì èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

�L
1

= L
1

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

q=1

g
−1/2
00

(

gik gqj − 1

2

gkq gij
)

·

· ∇kq g00 hij

√

det g d3x−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=
q=1

(2 gik gqj −

− gij gkq)∇kq(g
1/2
00

) hij

√

det g d3x+ . . . .

(4.23)
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåòðèêîé îñíî-

âàíî íà ñëåäóþùåé �îðìóëå:

∫

Ω

3

∑

k=1

∇kz
k
√

det g d3x =

∫

∂Ω

g(z,n) dS. (4.24)

Ýòà �îðìóëà (4.24) ÿâëÿåòñÿ òð¼õìåðíîé âåðñèåé �îðìóëû

(4.14) èç ãëàâû IV â [3℄. Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ êîâàðèàíòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ∇kq(g
1/2
00

) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

∇kq(g
1/2
00

) =

1

2

g
−1/2
00

∇kqg00 −
1

4

g
−3/2
00

∇kg00∇qg00. (4.25)

Ïðèìåíèâ ñîîòíîøåíèå (4.25) ê (4.23), ïîëó÷àåì

�L
1

= L
1

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

q=1

g
−3/2
00

2

(

gik gqj − 1

2

gkq gij
)

·

· ∇k g00∇q g00 hij

√

det g d3x+ . . . .

(4.26)

Âòîðîé èíòåãðàë (4.11) ïðîùå ÷åì ïåðâûé, ïîñêîëüêó êî-

âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇k g00 è ∇q g00 íå èñïîëüçóþò êîì-

ïîíåíò ñâÿçíîñòè (4.17). Ïðèìåíèâ �îðìóëû (4.18) è (4.21) ê

ýòîìó èíòåãðàëó, ìû âûâîäèì

�L
2

= L
2

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

q=1

g
−3/2
00

2

(

gik gqj − 1

2

gkq gij
)

·

· ∇k g00∇q g00 hij

√

det g d3x+ . . . .

(4.27)

Òðåòèé èíòåãðàë (4.12) ñàìûé ñëîæíûé. Îí ñîäåðæèò

òð¼õìåðíóþ ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó R. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
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R âû÷èñëÿåòñÿ à íåñêîëüêî øàãîâ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü âû-

÷èñëÿåòñÿ òåíçîð êðèâèçíû. Êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

Rk
qij =

∂Γk
jq

∂ri
−

∂Γk
iq

∂rj
+

3

∑

s=1

Γ
k
is Γ

s
jq −

3

∑

s=1

Γ
k
js Γ

s
iq (4.28)

(ñì. �îðìóëó (1.1) â ãëàâå V èç êíèãè [3℄). Äàëåå �îðìóëà

(4.19) ïðèìåíÿåòñÿ ê (4.28). Ýòî äà¼ò

�Rk
qij = Rk

qij + ε
(

∇iY
k
jq −∇jY

k
iq

)

+ . . . , (4.29)

ãäå ñäåëàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Y s
kq =

1

2

3

∑

r=1

gsr (∇k hrq +∇q hkr −∇r hkq) (4.30)

Òåíçîð �è÷÷è âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíû. Êîìïî-

íåíòû òåíçîðà �è÷÷è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

Rqj =

3

∑

k=1

Rk
qkj . (4.31)

Ïðèìåíèâ �îðìóëó (4.29) ê �îðìóëå (4.31), ïîëó÷àåì

�Rqj = Rqj + ε

3

∑

k=1

(

∇kY
k
jq −∇jY

k
kq

)

+ . . . . (4.32)

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç òåíçîð �è÷÷è

R =

3

∑

q=1

3

∑

j=1

gqj Rqj. (4.33)



56 �ËÀÂÀ III. ËÀ��ÀÍÆÅÂ ÏÎÄÕÎÄ . . .

Ïðèìåíèâ (4.18) è (4.32) ê �îðìóëå (4.33), ïîëó÷àåì

�R = R− ε

3

∑

i=1

3

∑

j=1

Rij hij + ε

3

∑

k=1

∇kZ
k
+ . . . , (4.34)

ãäå ñäåëàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Zk
=

3

∑

q=1

3

∑

j=1

(

gjq Y k
jq − gkq Y j

jq

)

. (4.35)

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû ïðèìåíèòü (4.34) ê òðå-

òüåìó èíòåãðàëó L
3

â (4.12). Âìåñòå ñ (4.34) ìû ïðèìåíèì

�îðìóëó (4.21). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷àåì

�L
3

= L
3

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

g
1/2
00

(

Rij − R

2

gij
)

hij ·

·
√

det g d3x+
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

g
1/2
00

∇kZ
k
√

det g d3x+ . . . .

(4.36)

Âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (4.36) ïðåîáðàçóåò-

ñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:

�L
3

= L
3

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

g
1/2
00

(

Rij − R

2

gij
)

hij ·

·
√

det g d3x−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

Zk ∇k(g
1/2
00

)

√

det g d3x + . . . .

(4.37)

×òîáû ñäåëàòü âòîðîé èíòåãðàë â (4.37) ÿâíûì, ìû ïîñ÷èòàåì

Zk
â ÿâíîì âèäå ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè (4.30) â (4.35). Ýòî äà¼ò

Zk
=

3

∑

q=1

∇q h
kq −

3

∑

q=1

3

∑

r=1

gkq ∇q h
r
r. (4.38)

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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Ïåðåä ïîäñòàíîâêîé (4.38) â (4.37) ìû ïðåîáðàçóåì ýòó �îð-

ìóëó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Zk
=

3

∑

q=1

3

∑

j=1

3

∑

i=1

(

gki gjq ∇q hij − gkq gij ∇q hij

)

. (4.39)

Òåïåðü ìû ïîäñòàâèì (4.39) â �îðìóëû (4.37) è ïðèìåíèì

èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

�L
3

= L
3

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

g
1/2
00

(

Rij − R

2

gij
)

hij ·

·
√

det g d3x+
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gki gjq −

− gkq gij
)

∇kq(g
1/2
00

) hij

√

det g d3x+ . . . .

(4.40)

Èíòåãðàë L
4

â (4.13) ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ïðåäûäóùèé. Ýòî

ïîòîìó ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ

ìåòðèêè gij . Ïåðåä òåì êàê ïðèìåíèòü (4.18) è (4.21), ìû

çàïèøåì èíòåãðàë (4.13) â âèäå

L
4

=

c4
gr

16 π γ

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

3

∑

k=1

3

∑

q=1

g
−1/2
00

gki biq ·

· gqj bjk
√

det g d3x.

(4.41)

Çàòåì, ïðèìåíèâ (4.18) è (4.21) ê (4.41), ìû ïîëó÷èì

�L
4

= L
4

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

q=1

g
−1/2
00

bkq b
q
k

gij

2

hij

√

det g d3x−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

g
−1/2
00

(bik b
j
k + bjk bik) hij

√

det g d3x+ . . . .

(4.42)
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Èíòåãðàë L
5

â (4.14) ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ïðåæäå âñåãî ìû ïåðåïèøåì åãî â âèäå

L
5

= −
c4
gr

16 π γ

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

3

∑

k=1

3

∑

q=1

g
−1/2
00

gik bik ·

· gqj bqj
√

det g d3x.

(4.43)

Äàëåå, ïðèìåíèâ (4.18) è (4.21) ê (4.43), ïîëó÷àåì

�L
5

= L
5

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

2 g
−1/2
00

bkk b
ij hij

√

det g d3x−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

j=1

3

∑

k=1

q=1

g
−1/2
00

bkk b
q
q

gij

2

hij

√

det g d3x+ . . . .

(4.44)

Èíòåãðàë L
6

â (4.15) ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì èç øåñòè

èíòåãðàëîâ â (4.9). Ïðèìåíèâ �îðìóëó (4.21) ê íåìó, ïîëó÷èì

�L
6

= L
6

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

i=1

3

∑

j=1

g
1/2
00

2Λ
gij

2

·

· hij

√

det g d3x + . . . .

(4.45)

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîáðàòü âìåñòå �îðìóëû (4.26), (4.27),

(4.40), (4.42), (4.44) è (4.45) è âûâåñòè �îðìóëó äëÿ èñêîìîé

÷àñòíîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé

(δL
gr

δgij

)

g, 
g,b

Q, 
Q

=

c4
gr

g
−1/2
00

16 π γ

(

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k

gij

2

−

−
3

∑

k=1

(bik b
j
k + bjk bik) +

3

∑

k=1

2 bkk b
ij −

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk ·

· bqq
gij

2

)

−
c4
gr

g
1/2
00

16 π γ

(

Rij − R

2

gij + Λ gij
)

+

(4.46)
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+

c4
gr

16 π γ

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gki gjq − gkq gij
)

∇kq(g
1/2
00

).

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñîáðàòü âìåñòå �îðìó-

ëû (4.4), (4.6) è (4.46) è ïîäñòàâèòü èõ â óðàâíåíèå (3.15). Â

ðåçóëüòàòå òàêîãî äåéñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

g−2

00

2 c
gr

(

3

∑

k=1

bkk g
ij − bij

)


g
00

+

g−1

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij −

− gki gjq
)

∇kq g00 −
g−2

00

4

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij − gki gjq
)

·

· ∇k g00∇q g00 + g−1

00

(

1

c
gr


bij −
3

∑

k=1

1

c
gr


bkk g
ij
+

3

∑

k=1

(bik ·

· bjk + bjk bik)−
3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k

gij

2

−
3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q

gij

2

+

+

3

∑

k=1

bkk b
ij

)

+Rij − R

2

gij + Λ gij =
16 π γ

c4
gr

g
1/2
00

δL
mat

δgij
.

(4.47)

Óðàâíåíèå (4.47) è óðàâíåíèå (6.2) âî âòîðîé ãëàâå îòëè÷àþò-

ñÿ ðàñïîëîæåíèåì èíäåêñîâ i è j. ×òîáû ñðàâíèòü óðàâíåíèå

(4.47) ñ óðàâíåíèåì (6.2) âî âòîðîé ãëàâå, íàì íóæíî âû-

ïîëíèòü îïóñêàíèå èíäåêñîâ i è j â óðàâíåíèè (4.47). Ïðè

âûïîëíåíèè ýòîé ïðîöåäóðû ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì


bij =

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gik 
bkq g
qj −

3

∑

k=1

2 c
gr

(bik b
j
k + bjk bik). (4.48)

Äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ (4.48) èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû (4.8)

è (2.2) èç âòîðîé ãëàâû. Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíåíèå �îðìóë
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(4.48) è (3.13) ê óðàâíåíèþ (4.47) â ïðîöåññå îïóñêàíèÿ èí-

äåêñîâ i è j äà¼ò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

g−2

00

2 c
gr

(

3

∑

k=1

bkk gij − bij

)


g
00

+

g−1

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij −

−δki δ
q
j

)

∇kq g00 −
g−2

00

4

3

∑

k=1

3

∑

q=1

(

gkq gij − δki δ
q
j

)

·

· ∇k g00∇q g00 + g−1

00

(

1

c
gr


bij −
3

∑

k=1

1

c
gr


bkk gij −
3

∑

k=1

(bki ·

· bkj + bkj b
k
i )−

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k

gij

2

−
3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q

gij

2

+

+

3

∑

k=1

bkk bij

)

+ Rij −
R

2

gij + Λ gij = − 16 π γ

c4
gr

g
1/2
00

δL
mat

δgij
.

(4.49)

Ñðàâíèâ (4.49) ñ óðàâíåíèåì (6.2) âî âòîðîé ãëàâå, ïîëó÷àåì

Tij = − 2

g
1/2
00

δL
mat

δgij
äëÿ 1 6 i, j 6 3. (4.50)

Ñëåâà â ñîîòíîøåíèÿõ (4.50) ìû âèäèì ÷àñòü êîìïîíåíò òåí-

çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûå âîøëè â óðàâíåíèå (6.2) èç

âòîðîé ãëàâû. Ñîîòíîøåíèå (4.50) âûðàæàåò ýòè êîìïîíåí-

òû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàñëåäèåì

÷åòûð¼õìåðíîé òåîðèè Ýéíøòåéíà, ÷åðåç ÷èñòî òð¼õìåðíóþ

ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ìàòåðèè (3.6).

Òåîðåìà 4.1. Óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè (6.2) èç âòîðîé ãëàâû

ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèÿì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (3.16), êîòîðûå â

ÿâíîì âèäå çàïèñûâàþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ (4.47) èëè êàê óðàâ-

íåíèÿ (4.49).
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§ 5. Óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ g
00

.

Çàâèñÿùåå îò âðåìåíè ñêàëÿðíîå ïîëå g
00

âîçíèêàåò êàê

äèàãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ÷åòûð¼õìåð-

íîé ìåòðèêè, óíàñëåäîâàííîé èç òåîðèè Ýéíøòåéíà, ñì. �îð-

ìóëû (2.9) è (2.6) âî âòîðîé ãëàâå. Îíî ïîëîæèòåëüíî â ñèëó

ñèãíàòóðû (+,−,−,−) ìåòðèêè (2.6) âî âòîðîé ãëàâå. Ïîëå

g
00

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (3.17). Íàøà

öåëü çäåñü � çàïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â áîëåå ÿâíîé �îðìå.

Ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè (3.3) è (2.7), ìû ëåãêî çàìå÷àåì,

÷òî ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà L
gr

íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé ïî

âðåìåíè 
g
00

. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(δL
gr

δ 
g
00

)

g,g,b

Q, 
Q

= 0. (5.1)

Â ñèëó (5.1) óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (3.17) ñâîäèòñÿ ê

(δL
gr

δg
00

)


g,g,b

Q, 
Q

= −δL
mat

δg
00

. (5.2)

×òîáû ïîñ÷èòàòü ÷àñòíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ â ëå-

âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.2), ìû ðàññìîòðèì ìàëóþ âàðèàöèþ

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 
g
00

:

�g
00

= g
00

(t, x1, x2, x3) + ε h(t, x1, x2, x3). (5.3)

Çäåñü ε → 0 � ýòî ìàëûé ïàðàìåòð, à h(t, x1, x2, x3) � ïðîèç-

âîëüíàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì (ñì. [56℄).

Ìàëàÿ âàðèàöèÿ (5.3) ïðèìåíÿåòñÿ ê ëàãðàíæèàíó L
gr

â (3.1).

Ïîñëå ýòîãî ÷àñòíàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè

ëàãðàíæèàíà L
gr

ïî g
00

îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

�L
gr

= L
gr

+ ε

∫

(δL
gr

δg
00

)


g,g,b

Q, 
Q

h
√

det g d3x+ . . . . (5.4)
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Êàê è â § 4, çäåñü ìû ðàçäåëèì ëàãðàíæèàí L
gr

íà øåñòü

÷àñòåé, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî �îðìóëó (4.9). Èíòåãðàëû L
1

,

L
2

, L
3

, L
4

, L
5

è L
6

â (4.9) çàäàþòñÿ �îðìóëàìè (4.10), (4.11),

(4.12), (4.13), (4.14) è (4.15). Ïðèìåíèâ (5.3) ê ïåðâîìó èç

ýòèõ øåñòè èíòåãðàëîâ, ìû ïîëó÷àåì

�L
1

= L
1

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

q=1

gkq g
−1/2
00

∇kq h
√

det g d3x+

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

q=1

gkq
g
−3/2
00

2

∇kq g00 h
√

det g d3x+ . . . .

(5.5)

Ïåðâûé èíòåãðàë â �îðìóëå (5.5) ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

�L
1

= L
1

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq
3 g

−5/2
00

4

∇k g00∇q g00 ·

· h
√

det g d3x +
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq g
−3/2
00

·

· ∇kq g00 h
√

det g d3x+ . . . .

(5.6)

Äàëüøå ìû ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëó L
2

â (4.11) è ïðèìåíÿåì ê

íåìó âàðèàöèþ (5.3). Ýòî äà¼ò

�L
2

= L
2

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq g
−3/2
00

∇k g00∇q ·

· h
√

det g d3x−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq
3 g

−5/2
00

4

·

· ∇k g00∇q g00 h
√

det g d3x+ . . . .

(5.7)
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Ïåðâûé èíòåãðàë â �îðìóëå (5.7) ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

�L
2

= L
2

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq g
−3/2
00

∇kq g00 ·

· h
√

det g d3x+
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq
3 g

−5/2
00

4

·

· ∇k g00∇q g00 h
√

det g d3x+ . . . .

(5.8)

Ñëåäóþùèì ïî î÷åðåäè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë L
3

â (4.12). Ïðè-

ìåíèâ ê íåìó âàðèàöèþ (5.3), ïîëó÷àåì

�L
3

= L
3

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

g
−1/2
00

2

Rh
√

det g d3x+ . . . . (5.9)

Äàëåå ìû ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëó L
4

â (4.13). Ïðèìåíèâ ê

íåìó âàðèàöèþ (5.3), ïîëó÷àåì

�L
4

= L
4

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

g
−3/2
00

2

bkq b
q
k ·

· h
√

det g d3x+ . . . .

(5.10)

Èíòåãðàë L
5

â (4.14) îáðàáàòûâàåòñÿ ïîõîæèì îáðàçîì. Ïðè-

ìåíèâ ê íåìó âàðèàöèþ (5.3), ïîëó÷àåì

�L
5

= L
5

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

3

∑

k=1

3

∑

q=1

g
−3/2
00

2

bkk b
q
q ·

· h
√

det g d3x+ . . . .

(5.11)

È íàêîíåö ìû ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó L
6

â (4.15). Ïðèìåíèâ

âàðèàöèþ (5.3) ê íåìó, ìû ïîëó÷àåì

�L
6

= L
6

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

g
−1/2
00

Λ h
√

det g d3x. (5.12)
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Òåïåðü ìû ìîæåì ñîáðàòü âìåñòå �îðìóëû (5.6), (5.8),

(5.9), (5.10), (5.11) è (5.12) è ïðèìåíèòü èõ âñå ê �îðìóëå

(5.4). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì

(δL
gr

δg
00

)


g,g,b

Q, 
Q

=

c4
gr

16 π γ

g
−1/2
00

2

(

R− 2Λ
)

+

+

c4
gr

16 π γ

g
−3/2
00

2

(

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q −

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k

)

.

(5.13)

Äàëåå ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè (5.13) â (5.2) ìû âûâîäèì óðàâíåíèå

−1

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k +

1

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q+

+

R

2

g
00

− Λ g
00

= −16 π γ

c4
gr

g
3/2
00

δL
mat

δg
00

.

(5.14)

Åñëè ìû âñïîìíèì ñîîòíîøåíèå g00 = g−1

00

è ïðèìåíèì �îð-

ìóëó (3.15), âûòåêàþùóþ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, òî óðàâíåíèå

(5.14) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

−1

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkq b
q
k +

1

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

bkk b
q
q+

+

R

2

g
00

− Λ g
00

=

16 π γ

c4
gr

g
1/2
00

δL
mat

δg00
.

(5.15)

Ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.15) ñ óðàâíåíèåì (6.3) âî âòî-

ðîé ãëàâå ìû âûâîäèì ñîîòíîøåíèå

T
00

=

2

g
1/2
00

δL
mat

δg00
. (5.16)

Ñëåâà â ñîîòíîøåíèè (5.16) ìû âèäèì îäíó èç êîìïîíåíò òåí-

çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðàÿ âõîäèò â óðàâíåíèå (6.3) èç
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âòîðîé ãëàâû. Ñîîòíîøåíèå (5.16) âûðàæàåò ýòó êîìïîíåíòó

T
00

òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðàÿ ÿâëÿþòñÿ íàñëåäèåì

÷åòûð¼õìåðíîé òåîðèè Ýéíøòåéíà, ÷åðåç ÷èñòî òð¼õìåðíóþ

ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ìàòåðèè (3.6).

Òåîðåìà 5.1. Óðàâíåíèå ãðàâèòàöèè (6.3) èç âòîðîé ãëà-

âû ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (3.17), êîòîðîå

â ÿâíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ êàê óðàâíåíèå (5.14) èëè êàê óðàâ-

íåíèÿ (5.15).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿì (6.1) âî

âòîðîé ãëàâå, â ðàìêàõ ëàãðàíæåâîãî ïîäõîäà íå âîçíèêàåò.

Ýòî îïðàâäûâàåò ñäåëàííûé âî âòîðîé ãëàâå âûáîð â ïîëüçó

óðàâíåíèé (6.2) è (6.3) è èñêëþ÷åíèå èç íàøåé íîâîé òåîðèè

ãðàâèòàöèè óðàâíåíèé (6.1).

§ 6. Îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè.

Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå â ëàãðàíæåâîì ïîäõîäå ÷àñòî

íàçûâàþò îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè, à èõ ïðîèçâîäíûå ïî

âðåìåíè � îáîáù¼ííûìè ñêîðîñòÿìè (ñì. [57℄). Äèíàìè-

÷åñêèìè ïåðåìåííûìè äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ

�óíêöèè gij è g
00

. Â ñëó÷àå �óíêöèè gij å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî

âðåìåíè ñâÿçàíà ñ �óíêöèåé bij. Èç �îðìóë (4.8) è (2.2) âî

âòîðîé ãëàâå ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

bij =
1

2 c
gr

∂gij

∂t
. (6.1)

Â ñèëó (6.1) ðîëü îáîáù¼ííûõ ñêîðîñòåé äëÿ äèíàìè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ gij áóäóò èãðàòü �óíêöèè bij .

Ïî àíàëîãèè ñ �îðìóëîé (6.1) â ðàáîòå [31℄ áûëè ââåäåíû

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

b
00

=


g
00

c
gr

=

1

c
gr

∂g
00

∂t
, b 0

0

= g−1

00

b
00

. (6.2)
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Â ñèëó (6.2) ðîëü îáîáù¼ííîé ñêîðîñòè äëÿ äèíàìè÷åñêîé

ïåðåìåííîé g
00

áóäåò èãðàòü �óíêöèÿ b
00

.

Çàâèñèìîñòü ëàãðàíæèàíà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îò îáîá-

ù¼ííûõ êîîðäèíàò è îáîáù¼ííûõ ñêîðîñòåé â óñëîâíîì âèäå

èçîáðàæàåòñÿ �îðìóëîé (3.4). Ñ ó÷¼òîì (6.2) ýòà �îðìóëà

ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L
gr

= L
gr

(g, b, g,b). (6.3)

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåðèè âûøå â § 3 áûëè ââåäåíû äîïîëíè-

òåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå Q
1

, . . . , Qn è ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èì îáîáù¼ííûå ñêîðîñòè (3.5). Îáîçíà÷èì èõ

W
1

, . . . , Wn, òî åñòü ïîëîæèì

Wi =

Qi =

∂Qi

∂t
. (6.4)

Ñ ó÷¼òîì (6.4) �îðìóëà (3.6) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

L
mat

= L
mat

(g, b, g,b,Q,W). (6.5)

Ïîëíûé ëàãðàíæèàí åñòü ñóììà ëàãðàíæèàíà ãðàâèòàöè-

îííîãî ïîëÿ è ëàãðàíæèàíà ìàòåðèè:

L = L
gr

+ L
mat

. (6.6)

Ôîðìóëà (6.6) âûòåêàåò èç (3.7) è (3.8). Äàëåå èç �îðìóë

(6.3), (6.5) è (6.6) âûâîäèì

L = L(g, 
g, g,b,Q,W). (6.7)

Êàæäûé àðãóìåíò â ñïèñêå àðãóìåíòîâ L
gr

, L
mat

è L â (3.4),

(6.5) è (6.7) èçîáðàæàåò íå òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû

äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, íî è íåêîòîðîå êîíå÷íîå êîëè÷å-

ñòâî èõ ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì x1, x2, x3.
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§ 7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà
è ïëîòíîñòü ýíåðãèè.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà � ýòî çàìåíà äèíàìè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîé îáîáù¼ííûå ñêîðîñòè çàìåíÿþòñÿ

îáîáù¼ííûìè èìïóëüñàìè (ñì. [58℄). Â íàøåì ñëó÷àå îáîá-

ù¼ííûå èìïóëüñû âû÷èñëÿþòñÿ êàê ÷àñòíûå âàðèàöèîííûå

ïðîèçâîäíûå ïîëíîãî ëàãðàíæèàíà (6.5):

βij
=

( δL
δbij

)

g,b,g
Q,W

, β00 =
( δL
δb

00

)

g,g,b
Q,W

, P i
=

( δL
δWi

)

g,b,g
b,Q

. (7.1)

×åðåç îáîáù¼ííûå èìïóëüñû (7.1) ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

H =

3

∑

i=1

3

∑

j=1

βij bij + β00 b
00

+

n
∑

i=1

P i Wi −L. (7.2)

Ïóñòü Ω � òð¼õìåðíàÿ îáëàñòü â òð¼õìåðíîé âñåëåííîé.

Ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ïîëåé ìàòåðèè, çàêëþ÷¼í-

íàÿ â ýòîé îáëàñòè, çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì:

E(Ω) =

∫

Ω

H
√

det g d3x. (7.3)

Îñíîâíàÿ íàøà öåëü â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å � ýòî âûâåñòè

�îðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè èíòåãðàëà (7.3).

§ 8. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
�àññìîòðèì ìàëîå ïðèðàùåíèå ïåðåìåííîé âðåìåíè t. Çà-

ïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

�t = t + ε. (8.1)

Ïðèìåíèì (8.1) êî âñåì äèíàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì:

�gij = gij(�t, x
1, x2, x3), �Qi = Qi(

�t, x1, x2, x3), (8.2)
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�bij = bij(�t, x
1, x2, x3), �Wi = Wi(�t, x

1, x2, x3), (8.3)

�βij
= βij

(

�t, x1, x2, x3), �P i
= P i

(

�t, x1, x2, x3), (8.4)

�g
00

= g
00

(

�t, x1, x2, x3), �b
00

= b
00

(

�t, x1, x2, x3), (8.5)

�β00 = β00(�t, x1, x2, x3). (8.6)

Ïðèìåíèâ ñîîòíîøåíèÿ (6.1) è (6.4) ê (8.2), ïîëó÷àåì

�gij = gij + 2 c
gr

ε bij + . . . , �Qi = Qi + εWi + . . . . (8.7)

Â ñëó÷àå ñ (8.3) ìû èñïîëüçóåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

�bij = bij + ε
∂bij

∂t
+ . . . , �Wi = Wi + ε

∂Wi

∂t
+ . . . . (8.8)

Â ñëó÷àå ñ (8.4) è (8.6) ìû ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèÿ (7.1):

�βij
= βij

+ ε
∂

∂t

( δL
δbij

)

g,b,g,
Q,W

+ . . . ,

�P i
= P i

+ ε
∂

∂t

( δL
δWi

)

g,b,g
b,Q

+ . . . ,

�β00 = β00 + ε
∂

∂t

( δL
δb

00

)

g,g,b
Q,W

+ . . . .

(8.9)

Â ñëó÷àå ñ (8.5) ìû ïðèìåíèì (6.2) è ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

ïî âðåìåíè îò �óíêöèè b
00

:

�g
00

= g
00

+ c
gr

ε b
00

+ . . . , �b
00

= b
00

+ ε
∂b

00

∂t
+ . . . . (8.10)

Ìíîãîòî÷èåì â (8.7), (8.8), (8.9), (8.10) è äàëåå ìû îáîçíà÷àåì

ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ïàðàìåòðó ε → 0.

Êðîìå (8.7), (8.8), (8.9), (8.10) ìû ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå:

√

det �g =

√

det g
(

1 + ε c
gr

3

∑

k=1

bkk + . . .
)

. (8.11)
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Ñîîòíîøåíèå (8.11) âûâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì óæå çíàêîìîé

íàì �îðìóëû ßêîáè äëÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ äåòåðìèíàíòîâ

(ñì. [54℄) è ñîîòíîøåíèÿ (6.1).

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü âàðèàöèþ

âðåìåíè (8.1) ê èíòåãðàëó (7.3) ñ ó÷¼òîì (7.2):

�E(Ω) =

∫

Ω

(

3

∑

i=1

3

∑

j=1

βij bij + β00 b
00

+

n
∑

i=1

P i Wi

)

·

·
√

det �g d3x+ ε

∫

Ω

3

∑

i=1

3

∑

j=1

(

∂

∂t

( δL
δbij

)

g,b,g
Q,W

bij +

+

( δL
δbij

)

g,b,g
Q,W

∂bij

∂t

)

√

det g d3x+

+ ε

∫

Ω

n
∑

i=1

(

∂

∂t

( δL
δWi

)

g,b,g
b,Q

Wi +

( δL
δWi

)

g,b,g
b,Q

∂Wi

∂t

)

·

·
√

det g d3x+ ε

∫

Ω

(

∂

∂t

( δL
δb

00

)

g,g,b
Q,W

b
00

+

+

( δL
δb

00

)

g,g,b
Q,W

∂b
00

∂t

)

√

det g d3x− �L(Ω) + . . . .

(8.12)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

�L(Ω) â (8.12) îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

ëàãðàíæèàíà L â (7.2):

�L(Ω) =

∫

Ω

�L
√

det �g d3x. (8.13)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàë (8.13), íàäî çàìå-

òèòü, ÷òî �îðìóëû (8.7), (8.8) è (8.10) ïîõîæè íà ìàëûå

âàðèàöèè òåíçîðíûõ ïîëåé g è b, íà ìàëûå âàðèàöèè äèíà-

ìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ìàòåðèè Q
1

, . . . , Qn è W
1

, . . . , Wn, à
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òàêæå íà ìàëûå âàðèàöèè ñêàëÿðíûõ ïîëåé g
00

è b
00

â ñìûñëå

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ:

�gij = gij + ε hij + . . . , �Qi = Qi + ε hi + . . . ,

�bij = bij + ε ηij + . . . , �Wi = Wi + ε ηi + . . . , (8.14)

�g
00

= g
00

+ ε h
00

+ . . . , �b
00

= b
00

+ ε η
00

+ . . . .

Ôóíêöèè hij , hi, ηij , ηi, h
00

è η
00

â (8.14) ÿâëÿþòñÿ �óíê-

öèÿìè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì (see [56℄). Â âàðèàöèîííîì

èñ÷èñëåíèè îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê èíòåãðàëó ïî âñåé âñåëåííîé:

L =

∫

L
√

det g d3x. (8.15)

Ïðèìåíèâ ìàëûå âàðèàöèè (8.14) ê èíòåãðàëó (8.15) â ðàìêàõ

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ìû áû çàïèñàëè

�L = L+ ε

∫
(

3

∑

i=1

3

∑

j=1

( δL
δbij

)

g,b,g
Q,W

ηij +

+

3

∑

i=1

3

∑

j=1

( δL
δgij

)

g,b,b
Q,W

hij +

( δL
δb

00

)

g,g,b
Q,W

η
00

+

+

( δL
δg

00

)

b,g,b
Q,W

h
00

+

n
∑

i=1

( δL
δWi

)

g,b,g
b,Q

ηi+

+

n
∑

i=1

( δL
δQi

)

g,b,g
b,W

hi

)

√

det g d3x + . . . .

(8.16)

Îòëè÷èå ìàëûõ âàðèàöèé (8.7), (8.8) è (8.10) îò ìàëûõ âàðè-

àöèé â (8.14) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàëûå âàðèàöèè â (8.7), (8.8)

è (8.10) íå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå àíàëîã �îðìóëû (8.16) äëÿ èíòåãðàëà (8.13)

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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áóäåò èìåòü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå èíòåãðàë

ïî ãðàíèöå îáëàñòè Ω:

�L(Ω) = L(Ω) + ε

∫

Ω

3

∑

i=1

3

∑

j=1

( δL
δbij

)

g,b,g
Q,W

∂bij

∂t
·

·
√

det g d3x+ ε

∫

Ω

( n
∑

i=1

( δL
δWi

)

g,b,g
b,Q

∂Wi

∂t
+

+

n
∑

i=1

( δL
δQi

)

g,b,g
b,W

Wi

)

√

det g d3x+ ε

∫

Ω

(

( δL
δb

00

)

g,g,b
Q,W

·

· ∂b00
∂t

+

( δL
δg

00

)

b,g,b
Q,W

c
gr

b
00

)

√

det g d3x+

+ ε

∫

Ω

3

∑

i=1

3

∑

j=1

( δL
δgij

)

g,b,b
Q,W

2 c
gr

bij
√

det g d3x+

+ ε

∫

∂ Ω

(

J 1 dx2 ∧ dx3 + J 2 dx3 ∧ dx1+

+J 3 dx1 ∧ dx2
)
√

det g + . . . .

(8.17)

Äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå ñ èíòåãðàëîì ïî ãðàíèöå îáëàñòè

â (8.17) ñâÿçàí ñ ïîòîêîì ýíåðãèè ÷åðåç ýòó ãðàíèöó. Ìû

ïîäðîáíî èçó÷èì ýòî ñëàãàåìîå â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.

À ñåé÷àñ ìû âîçâðàùàåìñÿ ê �îðìóëå (8.12). Êâàäðàòíûé

êîðåíü â ïåðâîì èç èíòåãðàëîâ �îðìóëû (8.12) ïðåîáðàçóåòñÿ

ïðè ïîìîùè �îðìóëû (8.11). Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì ïðè-

ìåíèòü �îðìóëó (8.11) è �îðìóëó (8.17) ê �îðìóëå (8.12).

Âûïîëíÿÿ ýòó îïåðàöèþ, ìû ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå �îðìó-

ëû (4.1), à òàêæå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (3.9), (3.10) è

(3.11). Êðîìå òîãî ìû ó÷èòûâàåì ñäåëàííûå âûøå îáîçíà÷å-

íèÿ (6.1), (6.2) è (6.4). Â ðåçóëüòàòå ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé �îðìóëà (8.12) äëÿ âàðèàöèè èíòåãðàëà ýíåðãèè (7.3)
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óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

�E(Ω) = E(Ω)− ε

∫

∂ Ω

(

J 1 dx2 ∧ dx3+

+J 2 dx3 ∧ dx1 + J 3 dx1 ∧ dx2
)
√

det g + . . . .

(8.18)

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî âàðèàöèÿ èíòåãðàëà ýíåðãèè (8.18) âîç-

íèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðèðàùåíèÿ âðåìåíè (8.1). Ïîýòîìó å¼

ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì ÷åðåç ïðîèçâîä-

íóþ èíòåãðàëà (7.3) ïî âðåìåíè:

�E(Ω) = E(Ω) + ε
dE(Ω)

dt
+ . . . . (8.19)

Ñðàâíèâàÿ (8.18) è (8.19), ìû âûâîäèì

d

dt

∫

Ω

H
√

det g d3x+

∫

∂ Ω

(

J 1 dx2 ∧ dx3+

+ J 2 dx3 ∧ dx1 + J 3 dx1 ∧ dx2
)
√

det g = 0.

(8.20)

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà â (8.20) ìîæíî çàìå-

íèòü ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà:

d

dt

∫

Ω

H
√

det g d3x+

∫

∂ Ω

(

J 1 n
1

+J 2 n
2

+J 3 n
3

)

dS = 0. (8.21)

Çäåñü n
1

, n
2

, n
3

� ýòî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû åäèíè÷íî-

ãî âåêòîðà íîðìàëè n, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê ãðàíèöå îáëàñòè

∂ Ω, à dS � ýòî ýëåìåíò ïëîùàäè íà ýòîé ãðàíèöå. Âåëè÷èíû

J 1, J 2, J 3

â (8.21) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîìïîíåíòû âåê-

òîðíîãî ïîëÿ J. Ñàìî ýòî âåêòîðíîå ïîëå èíòåðïðåòèðóåòñÿ

êàê ïëîòíîñòü ïîòîêà ïîëíîé ýíåðãèè:

d

dt

∫

Ω

H
√

det g d3x+

∫

∂ Ω

3

∑

i=1

J i ni dS. (8.22)
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�àâåíñòâî (8.22) ìîæíî îçâó÷èòü â �îðìå òåîðåìû.

Òåîðåìà 8.1. Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïîëíîé ýíåðãèè ãðà-

âèòàöèîííîãî ïîëÿ è ïîëåé ìàòåðèè, çàêëþ÷¼ííîé â òð¼õìåð-

íîé îáëàñòè Ω, çà åäèíèöó âðåìåíè â òî÷íîñòè ðàâíî êîëè÷å-

ñòâó ýíåðãèè, ïîñòóïàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè â îáëàñòü Ω

÷åðåç å¼ ãðàíèöó ∂ Ω.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî

(8.22) â äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó, ìû ïðèìåíèì �îðìóëó

Îñòðîãðàäñêîãî-�àóññà (ñì. [59℄) âìåñòå ñ �îðìóëîé (8.11).

Ýòî äà¼ò ñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

∂H
∂t

+

3

∑

q=1

c
gr

H bqq +

3

∑

i=1

∇iJ i
= 0. (8.23)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (8.23) � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè

îò ïëîòíîñòè ïîëíîé ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ïî-

ëåé ìàòåðèè. Òðåòüå ñëàãàåìîå � ýòî äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà

ïëîòíîñòè ïîòîêà ïîëíîé ýíåðãèè. Ýòè äâà ñëàãàåìûõ ñòàí-

äàðòíû. Âòîðîå ñëàãàåìîå â (8.23) � ýòî õàááëîâñêèé ÷ëåí.

Îí âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî îáú¼ì îáëàñòè Ω ìîæåò ìåíÿòü-

ñÿ äàæå ïðè óñëîâèè ïîëíîé íåïîäâèæíîñòè ãðàíèö îáëàñòè

ïî ïðè÷èíå ðàñøèðåíèÿ èëè ñæàòèÿ ñàìîãî òð¼õìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà âñåëåííîé (ñì. [60℄).

§ 9. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ïîëíîé ýíåðãèè.
Âåêòîð J ñ êîìïîíåíòàìè J 1, J 2, J 3

âîçíèê â (8.17) ïðè

âûâîäå àíàëîãà �îðìóëû (8.16), â êîòîðîé ìàëûå âàðèàöèè

äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì. Ìû çíàåì, ÷òî ëàãðàíæèàí (6.7) çàâèñèò

íå òîëüêî îò �óíêöèé, ïåðå÷èñëåííûõ â ñïèñêå åãî àðãóìåí-

òîâ, íî è îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà èõ ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2, x3. Ïî ýòîé
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ïðè÷èíå ìû ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Qi[i1 . . . is℄ =
∂Qi

∂xi
1 . . . ∂xis

, Wi[i1 . . . is℄ =
∂Wi

∂xi
1 . . .∂xis

, (9.1)

gij[i1 . . . is℄ =
∂gij

∂xi
1 . . . ∂xis

, bij[i1 . . . is℄ =
∂bij

∂xi
1 . . . ∂xis

, (9.2)

g
00

[i
1

. . . is℄ =
∂g

00

∂xi
1 . . .∂xis

, b
00

[i
1

. . . is℄ =
∂b

00

∂xi
1 . . . ∂xis

. (9.3)

Âûáåðåì âåëè÷èíó bij[i1 . . . is℄ èç (9.2) è ðàññìîòðèì å¼ âõîæ-

äåíèå â ëàãðàíæèàí (6.7). Âàðèàöèÿ âåëè÷èíû bij â (8.14)

äà¼ò âêëàä â âàðèàöèîííîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà (8.13) â

�îðìå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

I(b) = ε

∫

Ω

( ∂L
∂bij[i1 . . . is℄

√

det g
)

ηij [i1 . . . is℄ d
3x. (9.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ιq ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå íà

äè��åðåíöèàëüíûå 3-�îðìû è ïðîèçâîäÿùåå äè��åðåíöè-

àëüíûå 2-�îðìû, òàêèå ÷òî

ιq(dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3) =











dx2 ∧ dx3 if q = 1,

dx3 ∧ dx1 if q = 2,

dx1 ∧ dx2 if q = 3.

(9.5)

Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü (9.4) ïî ÷àñòÿì. �å-

çóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (9.5):

ε

∫

Ω

( ∂L
∂bij[i1 . . . is℄

√

det g
)

ηij[i1 . . . is℄ d
3x =

= ε

∫

∂ Ω

( ∂L
∂bij[i1 . . . is℄

√

det g
)

ηij [i1 . . . is−1

℄ ·

· ιis(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)− ε

∫

Ω

∂

∂xis

( ∂L
∂bij[i1 . . . is℄

·

·
√

det g
)

ηij [i1 . . . is−1

℄ d3x.

(9.6)
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Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (9.6) ïîõîæå íà ïåðâîå. Ïî-

ýòîìó ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â

(9.6) èòåðàòèâíî. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ òàê:

I(b) =

s
∑

r=1

ε

∫

∂ Ω

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . .∂xis

( ∂L
∂bij[i1 . . . is℄

·

·
√

det g
)

ηij[i1 . . . is−r ℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+ ε

∫

Ω

(−1)s ∂s

∂xi
1 . . .∂xis

( ∂L
∂bij [i1 . . . is℄

√

det g
)

ηij d
3x.

(9.7)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (9.7) äà¼ò âêëàä â îáú¼ìíûå èíòåãðàëû

â (8.17). Ïðåäûäóùèå ñëàãàåìûå äàþò âêëàä â èíòåãðàë ïî

ãðàíèöå îáëàñòè â (8.17).

Âàðèàöèÿ ìåòðèêè gij èç (9.2) äà¼ò âêëàä â âàðèàöèîííîå

ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà (8.13) ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèÿ

I(g) = ε

∫

Ω

( ∂L
∂gij [i1 . . . is℄

√

det g
)

hij [i1 . . . is℄ d
3x. (9.8)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èòåðàòèâíî â (9.8), ìû âûâîäèì �îð-

ìóëó, ïîõîæóþ íà �îðìóëó (9.7):

I(g) =

s
∑

r=1

ε

∫

∂ Ω

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . .∂xis

( ∂L
∂gij [i1 . . . is℄

·

·
√

det g
)

hij [i1 . . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+ ε

∫

Ω

(−1)s ∂s

∂xi
1 . . .∂xis

( ∂L
∂gij [i1 . . . is℄

√

det g
)

hij d
3x.

(9.9)

Ñëåäóþùèå äâà øàãà ïîõîæè íà ïðåäûäóùèå äâà. Àíàëî-

ãè �îðìóë (9.4) è (9.8) â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,
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îòâå÷àþùèõ çà ìàòåðèþ â (9.1), èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

I(W) = ε

∫

Ω

( ∂L
∂Wi[i1 . . . is℄

√

det g
)

ηi[i1 . . . is℄ d
3x,

I(Q) = ε

∫

Ω

( ∂L
∂Qi[i1 . . . is℄

√

det g
)

hi[i1 . . . is℄ d
3x.

(9.10)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â (9.10), ìû ïîëó÷èì �îðìóëû, ïîõî-

æèå íà �îðìóëû (9.7) è (9.9):

I(W) =

s
∑

r=1

ε

∫

∂ Ω

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂Wi[i1 . . . is℄

·

·
√

det g
)

ηi[i1 . . . is−r ℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+ ε

∫

Ω

(−1)s ∂s

∂xi
1 . . . ∂xis

( ∂L
∂Wi[i1 . . . is℄

√

det g
)

ηi d
3x,

(9.11)

I(Q) =

s
∑

r=1

ε

∫

∂ Ω

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂Qi[i1 . . . is℄

·

·
√

det g
)

hi[i1 . . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+ ε

∫

Ω

(−1)s ∂s

∂xi
1 . . .∂xis

( ∂L
∂Qi[i1 . . . is℄

√

det g
)

hi d
3x.

(9.12)

Äàëåå ìû ïåðåõîäèì ê âàðèàöèÿì g
00

è b
00

èç (9.3). Çäåñü

I(b) = ε

∫

Ω

( ∂L
∂b

00

[i
1

. . . is℄

√

det g
)

η
00

[i
1

. . . is℄ d
3x,

I(g) = ε

∫

Ω

( ∂L
∂g

00

[i
1

. . . is℄

√

det g
)

h
00

[i
1

. . . is℄ d
3x.

(9.13)
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èòåðàòèâíî ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ

(9.13), ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ �îðìóëó:

I(b) =

s
∑

r=1

ε

∫

∂ Ω

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂b

00

[i
1

. . . is℄
·

·
√

det g
)

η
00

[i
1

. . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+ ε

∫

Ω

(−1)s ∂s

∂xi
1 . . .∂xis

( ∂L
∂b

00

[i
1

. . . is℄

√

det g
)

η
00

d3x.

(9.14)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èòåðàòèâíî âòî-

ðîé èç èíòåãðàëîâ (9.13), ìû ïîëó÷èì

I(g) =

s
∑

r=1

ε

∫

∂ Ω

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂g

00

[i
1

. . . is℄
·

√

det g
)

h
00

[i
1

. . . is−r ℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+ ε

∫

Ω

(−1)s ∂s

∂xi
1 . . .∂xis

( ∂L
∂g

00

[i
1

. . . is℄

√

det g
)

h
00

d3x.

(9.15)

Âåëè÷èíû ηij , hij , ηi, hi, η00, h00, �èãóðèðóþùèå â �îðìó-

ëàõ (9.7), (9.9), (9.11), (9.12), (9.14) è (9.15), äîëæíû áûòü

çàìåíåíû ñëåäóþùèìè âåëè÷èíàìè:

ηij =
∂bij

∂t
, ηi =

∂Wi

∂t
, (9.16)

hij = 2 c
gr

bij, hi = Wi, (9.17)

h
00

= c
gr

b
00

, η
00

=

∂b
00

∂t
. (9.18)

Ôîðìóëû (9.16), (9.17) è (9.18) âûâîäÿòñÿ ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ

(8.14) ñ �îðìóëàìè (8.7), (8.8) è (8.10).

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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Ïîñëåäíèé øàã â âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò âåêòîðà J ñîñòîèò

â òîì, ÷òîáû ñîáðàòü èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå îáëàñòè ∂ Ω èç

âñåõ �îðìóë (9.7), (9.9), (9.11), (9.12), (9.14), (9.15) â îäíîé

�îðìóëå. Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ âèäà (9.1), (9.2), (9.3), ñîäåðæàùèõñÿ â ëàãðàíæèàíå

L. Òîãäà èç �îðìóë (9.7), (9.9), (9.11), (9.12), (9.14), (9.15) è

èç �îðìóëû (8.17) ìû âûâîäèì

(

J 1 dx2 ∧ dx3 + J 2 dx3 ∧ dx1 + J 3 dx1 ∧ dx2
)

√

det g =

=

3

∑

i=1

3

∑

j=1

N
∑

s=1

s
∑

r=1

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂bij [i1 . . . is℄

×

×
√

det g
)

ηij [i1 . . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+

3

∑

i=1

3

∑

j=1

N
∑

s=1

s
∑

r=1

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . .∂xis

( ∂L
∂gij[i1 . . . is℄

×

×
√

det g
)

hij [i1 . . . is−r ℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+

n
∑

i=1

N
∑

s=1

s
∑

r=1

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂Wi[i1 . . . is℄

×

×
√

det g
)

ηi[i1 . . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+

n
∑

i=1

N
∑

s=1

s
∑

r=1

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂Qi[i1 . . . is℄

×

×
√

det g
)

hi[i1 . . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

+

N
∑

s=1

s
∑

r=1

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

( ∂L
∂b

00

[i
1

. . . is℄
×

×
√

det g
)

η
00

[i
1

. . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) +

(9.19)
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+

N
∑

s=1

s
∑

r=1

(−1)r−1

∂r−1

∂xis−r+2 . . .∂xis

( ∂L
∂g

00

[i
1

. . . is℄
×

×
√

det g
)

h
00

[i
1

. . . is−r℄ ιis−r+1
(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3).

(9.20)

Îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêè (9.16), (9.17) è (9.18) ñëåäóåò ïðè-

ìåíèòü ê �îðìóëå (9.19), ïðîäîëæåííîé â (9.20), òàê æå êàê è

ê ïðåäûäóùèì �îðìóëàì (9.4), (9.6), (9.7), (9.8), (9.9), (9.10),

(9.11), (9.12), (9.13), (9.14) è (9.15). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

îïåðàòîðû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

∂r−1

∂xis−r+2 . . . ∂xis

�àêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò â òåõ ñëàãàåìûõ â (9.19) è (9.20), ãäå

r = 1. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ �îðìóë,

ãäå òàêèå îïåðàòîðû èñïîëüçóþòñÿ.

§ 10. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîëíûé ëàãðàíæèàí L íàøåé òåîðèè â (3.7)

åñòü ñóììà ëàãðàíæèàíà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ L
gr

â (3.1) è

ëàãðàíæèàíà ïîëåé ìàòåðèè L
mat

â (3.2):

L = L
gr

+ L
mat

. (10.1)

Òàêîå æå ðàçäåëåíèå íà äâà ñëàãàåìûõ èìååò ìåñòî è äëÿ

ïëîòíîñòè ïîëíîãî ëàãðàíæèàíà L, ÷òî âûðàæàåòñÿ �îðìó-

ëîé (3.8), èç êîòîðîé è ñëåäóåò �îðìóëà (10.1). Ïîýòîìó,

ïðèìåíèâ (3.8) ê (7.1), (7.2) è (7.3), ìû ïîëó÷àåì

E(Ω) = E
gr

(Ω) + E
mat

(Ω). H = H
gr

+H
mat

. (10.2)

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ H
gr

è H
mat

â (10.2) çàäà¼òñÿ ñâîé

�îðìóëîé, âûòåêàþùåé èç (7.2). Â ñëó÷àå ïëîòíîñòè ýíåðãèè
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ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ H
gr

ýòà �îðìóëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H
gr

=

3

∑

i=1

3

∑

j=1

(δL
gr

δbij

)

g,b,g
Q,W

bij +
(δL

gr

δb
00

)

g,g,b
Q,W

b
00

+

+

n
∑

i=1

(δL
gr

δWi

)

g,b,g
b,Q

Wi − L
gr

.

(10.3)

Ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ L
gr

â (10.3)

çàäà¼òñÿ �îðìóëîé (3.3), â êîòîðîé ïàðàìåòð ρ îïðåäåëÿåòñÿ

�îðìóëîé (2.7). Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå Q
1

, . . . , Qn è

W
1

, . . . , Wn, îïèñûâàþùèå ìàòåðèþ, íå âõîäÿò â �îðìóëû

(3.3) è (2.7). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

(δL
gr

δWi

)

g,b,g
b,Q

= 0. (10.4)

Êðîìå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî âåëè÷èíà b
00

òàêæå íå âõîäèò â

�îðìóëû (3.3) è (2.7). Îòñþäà

( δL
δb

00

)

g,g,b
Q,W

= 0. (10.5)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóë (10.4) è (10.5) ê �îðìóëå (10.3)

îíà óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

H
gr

=

3

∑

i=1

3

∑

j=1

(δL
gr

δbij

)

g,b,g
Q,W

bij −L
gr

. (10.6)

ßâíàÿ �îðìóëà äëÿ ÷àñòíîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé èç

(10.6) ó íàñ óæå èìååòñÿ. Ýòî �îðìóëà (4.3). Ïðèìåíèâ (4.3)

ê (10.6), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �îðìóëó:

H
gr

=

c4
gr

g
−1/2
00

8 π γ

(

3

∑

k=1

q=1

bkq b
q
k −

3

∑

k=1

q=1

bkk b
q
q

)

−L
gr

. (10.7)
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Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ïîäñòàíîâêå (3.3) â (10.7) è â

èñïîëüçîâàíèè �îðìóëû (2.7) äëÿ ρ. Îí äà¼ò

H
gr

=

c4
gr

16 π γ

√

g
00

(

g−1

00

3

∑

k=1

q=1

bkq b
q
k − g−1

00

3

∑

k=1

q=1

bkk b
q
q −

−R + 2Λ+ g−1

00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇kq g00−

− g−2

00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇k g00∇q g00

)

.

(10.8)

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà (10.8) è åñòü ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ ïëîò-

íîñòè ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Êîëè÷åñòâî ýíåðãèè

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, çàêëþ÷¼ííîå âíóòðè òð¼õìåðíîé îáëà-

ñòè Ω, äà¼òñÿ èíòåãðàëîì, àíàëîãè÷íîì èíòåãðàëó (7.3):

E
gr

(Ω) =

∫

Ω

H
gr

√

det g d3x. (10.9)

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ H
gr

â �îðìóëå

(10.9) çàäà¼òñÿ ÿâíîé �îðìóëîé (10.8).

§ 11. Ïëîòíîñòü ïîòîêà
ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, ïîëíûé ëàãðàíæèàí íàøåé

òåîðèè L ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè � ëàãðàíæèàí ãðàâèòà-

öèîííîãî ïîëÿ L
gr

è ëàãðàíæèàí ïîëåé ìàòåðèè L
mat

, ñì.

�îðìóëó (10.1). Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è äëÿ ïëîòíîñòè

ëàãðàíæèàíà, ñì. �îðìóëó (3.8). Ïðèìåíèâ (3.8) ê �îðìóëå

(9.19), èìåþùåé ïðîäîëæåíèå â (9.20), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà J òîæå ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè:

J = J
gr

+ J
mat

. (11.1)



82 �ËÀÂÀ III. ËÀ��ÀÍÆÅÂ ÏÎÄÕÎÄ . . .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (11.1) ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîé

�îðìå. Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì èíòåãðàë (8.13), çàìåíèâ â

í¼ì ïîëíóþ ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà L íà L
gr

:

�L
gr

(Ω) =

∫

Ω

�L
gr

√

det �g d3x. (11.2)

Èç (11.2) ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (8.7), (8.8) è (8.10) ìîæåò

áûòü âûâåäåíà �îðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëå (8.17). Ïðè

ýòî íàäî ó÷åñòü ñîîòíîøåíèÿ (10.4) è (10.5). Ïîìèìî (10.4) è

(10.5) èìååò ìåñòî åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå

(δL
gr

δQi

)

g,b,g
b,W

= 0. (11.3)

Ñîîòíîøåíèå (11.3) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî �îðìóëû (3.3) è

(2.7) íå ñîäåðæàò Q
1

, . . . , Qn. Ñ ó÷¼òîì ñêàçàííîãî ïîëó÷àåì

�L
gr

(Ω) = L
gr

(Ω) + ε

∫

Ω

3

∑

i=1

3

∑

j=1

(δL
gr

δbij

)

g,b,g
Q,W

∂bij

∂t
·

·
√

det g d3x+ ε

∫

Ω

3

∑

i=1

3

∑

j=1

(δL
gr

δgij

)

g,b,b
Q,W

2 c
gr

bij ·

·
√

det g d3x+ ε

∫

Ω

(δL
gr

δg
00

)

b,g,b
Q,W

c
gr

b
00

·

·
√

det g d3x+ ε

∫

∂ Ω

(

J 1

gr

dx2 ∧ dx3+

+J 2

gr

dx3 ∧ dx1 + J 3

gr

dx1 ∧ dx2
)
√

det g + . . . .

(11.4)

Èç âûâîäà �îðìóëû (9.19), èìåþùåé ïðîäîëæåíèå â (9.20),

ìû çíàåì, ÷òî òîëüêî ñëàãàåìûå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2, x3 â ïëîòíîñòè
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ëàãðàíæèàíà ïðèâîäÿò ê èíòåãðàëàì ïî ãðàíèöå îáëàñòè ∂ Ω.

Ñëàãàåìîå ñ 2Λ â (3.3) íå ñîäåðæèò òàêèõ ïðîèçâîäíûõ. Ñëà-

ãàåìûå ñ bkq b
q
k è bkk b

q
q â (2.7) òàêæå íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûõ

ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Îñòà¼òñÿ òðè ñëàãàåìûõ

1) ñëàãàåìîå ñ ∇kq g00 â (2.7);

2) ñëàãàåìîå ñ ∇k g00∇q g00 â (2.7);

3) ñëàãàåìîå ñ R â (2.7).

Íà÷í¼ì ñî ñëàãàåìîãî ñ ∇kq g00. Ñàìà ýòà âòîðàÿ êîâà-

ðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïèøåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîíåíò

ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè Γ
s
kq òð¼õìåðíîé ìåòðèêè gij :

∇kq g00 =
∂2g

00

∂xk ∂xq
−

3

∑

s=1

Γ
s
kq

∂g
00

∂xs
. (11.5)

Ïðèìåíèâ âàðèàöèþ ìåòðèêè gij èç (8.14) ê Γ
i
kq â (8.3), ìû

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

�Γ
s
kq = Γ

s
kq+

ε

2

3

∑

r=1

gsr (∇k hrq +∇q hkr −∇r hkq)+ . . . . (11.6)

Ïîìèìî âàðèàöèè ìåòðèêè íàäî ó÷åñòü âàðèàöèþ ñàìîé ñêà-

ëÿðíîé �óíêöèè g
00

â (8.14). Ýòî ïðèâîäèò ê �îðìóëå

�∇kq �g00 = ∇kq g00 +∇kq h00−

− ε

2

3

∑

r=1

3

∑

s=1

gsr
(

∇k hrq +∇q hkr −∇r hkq

)

∇s g00 + . . . .
(11.7)

Ôîðìóëà (11.7) âûâåäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì (11.6). Â ñèëó

(11.7) ñëàãàåìîå ñî âòîðîé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé (11.5)

äà¼ò âêëàä â ëåâóþ ÷àñòü �îðìóëû (11.4), âûðàæàåìûé ñëå-

äóþùèìè äâóìÿ èíòåãðàëàìè:

L
1

= −
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

g
−1/2
00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇kq h00
√

det g d3x. (11.8)
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L
2

=

c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

g
−1/2
00

2

3

∑

k=1

3

∑

q=1

3

∑

r=1

3

∑

s=1

gsr gkq
(

∇k hrq+

+∇q hkr −∇r hkq

)

∇s g00
√

det g d3x,

(11.9)

Ïåðåéä¼ì ê ñëàãàåìîìó ñ ∇k g00∇q g00 â (2.7). Êîâàðèàíò-

íûå ïðîèçâîäíûå â ýòîì ñëàãàåìîì íå èñïîëüçóþò êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè Γs
kq. Ïîýòîìó ýòî ñëàãàåìîå äà¼ò âêëàä â ëåâóþ

÷àñòü �îðìóëû (11.4), âûðàæàåìûé èíòåãðàëîì

L
3

=

c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

g
−3/2
00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇k g00 ·

· ∇q h00
√

det g d3x.

(11.10)

Ñëàãàåìîå ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé R â (2.7) ÿâëÿåòñÿ íàè-

áîëåå ñëîæíûì äëÿ âû÷èñëåíèé. Ïðèìåíèâ âàðèàöèþ ìåòðè-

êè gij èç (8.14) ê R, ìû ïîëó÷àåì �îðìóëó (4.34), â êîòîðîé

èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (4.35) è (4.30). Â ñèëó (4.34) ñëà-

ãàåìîå ñ ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé R â (2.7) äà¼ò âêëàä â ëåâóþ

÷àñòü �îðìóëû (8.2), âûðàæàåìûé èíòåãðàëîì

L
4

=

c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

g
1/2
00

3

∑

k=1

∇kZ
k
√

det g d3x. (11.11)

Âåðí¼ìñÿ ê èíòåãðàëó (11.9). Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî óïðî-

ñòèòü è çàïèñàòü êàê ñóììó èç äâóõ èíòåãðàëîâ:

L
2

=

c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

s=1

2∇k h
sk ∇s

(

g
1/2
00

)
√

det g d3x−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

s=1

3

∑

r=1

gsr ∇r h
k
k ∇s

(

g
1/2
00

)
√

det g d3x.

(11.12)

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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Ïðèìåíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ê èíòåãðàëàì (11.12),

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

L
2

=

c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂Ω

3

∑

k=1

3

∑

s=1

2 hsk ∇s

(

g
1/2
00

)

nk dS−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

s=1

2 hsk ∇sk

(

g
1/2
00

)
√

det g d3x−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂ Ω

3

∑

k=1

3

∑

s=1

3

∑

r=1

gsr hk
k ∇s

(

g
1/2
00

)

nr dS+

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

s=1

3

∑

r=1

gsr hk
k ∇sr

(

g
1/2
00

)
√

det g d3x.

(11.13)

Çäåñü â (11.13) ÷åðåç dS ìû îáîçíà÷èëè ýëåìåíò ïëîùàäè

íà ãðàíèöå ∂ Ω òð¼õìåðíîé îáëàñòè Ω, à nk è nr � ýòî

êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè n íà

ãðàíèöå ∂ Ω, íàïðàâëåííîãî íàðóæó îò îáëàñòè Ω.

Ïåðåõîäÿ ê èíòåãðàëó (11.8), ìû ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî

÷àñòÿì äâàæäû. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì

L
1

= −
c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂ Ω

g
−1/2
00

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇q h00 nk dS+

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇k

(

g
−1/2
00

)

h
00

nq dS−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇kq

(

g
−1/2
00

)

h
00

√

det g d3x.

(11.14)

Â (11.14), òàê æå êàê è â (11.13), ÷åðåç dS ìû îáîçíà÷àåì

ýëåìåíò ïëîùàäè íà ãðàíèöå, à nk è nq � ýòî êîâàðèàíòíûå

êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè n íà ∂ Ω.
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Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê èíòåãðàëó (11.10). Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L
3

= −
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇k

(

g
−1/2
00

)

·

· ∇q h00
√

det g d3x.

(11.15)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì (11.15), ìû âûâîäèì �îðìóëó

L
3

= −
c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂ Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇k

(

g
−1/2
00

)

h
00

nq dS+

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

gkq ∇kq

(

g
−1/2
00

)

h
00

√

det g d3x.

(11.16)

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü èíòå-

ãðàë (11.11). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó÷àåì

L
4

=

c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂ Ω

g
1/2
00

3

∑

k=1

Zk nk dS−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

∇k

(

g
1/2
00

)

Zk
√

det g d3x.

(11.17)

Èç �îðìóë (4.35) è (4.30) âûòåêàåò âûðàæåíèå (4.38) äëÿ Zk

Ìû ïðèìåíèì �îðìóëó (4.38) êî âòîðîìó èíòåãðàëó â (11.17).

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:

L
4

=

c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂ Ω

g
1/2
00

3

∑

k=1

Zk nk dS−
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−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

∇k

(

g
1/2
00

)

∇q h
kq
√

det g d3x+

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

3

∑

r=1

∇k

(

g
1/2
00

)

gkq ∇q h
r
r

√

det g d3x.

Äàëåå ìû ïðèìåíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì êî âòîðîìó è

òðåòüåìó èíòåãðàëàì â ïîëó÷åííîé �îðìóëå. Ýòî äà¼ò

L
4

=

c4
gr

ε

16 π γ

(
∫

∂ Ω

g
1/2
00

3

∑

k=1

Zk nk dS −
∫

∂ Ω

3

∑

k=1

q=1

∇k

(

g
1/2
00

)

·

· hkq nq dS +

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

∇kq

(

g
1/2
00

)

hkq
√

det g d3x

)

+

+

c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂ Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

3

∑

r=1

∇k

(

g
1/2
00

)

gkq hr
r nq dS−

−
c4
gr

ε

16 π γ

∫

Ω

3

∑

k=1

3

∑

q=1

3

∑

r=1

∇kq

(

g
1/2
00

)

gkq hr
r

√

det g d3x.

(11.18)

Êàê è â ïðåäûäóùèõ �îðìóëàõ, ÷åðåç dS â (11.18) ìû îáî-

çíà÷àåì ýëåìåíò ïëîùàäè íà ãðàíèöå ∂ Ω òð¼õìåðíîé îáëàñòè

Ω, à nk è nq � ýòî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî

âåêòîðà íîðìàëè n íà ãðàíèöå îáëàñòè ∂ Ω, íàïðàâëåííîãî

íàðóæó îò îáëàñòè Ω.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðî-

äà â (11.4) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà:

∫

∂Ω

(

J 1

gr

dx2 ∧ dx3 + J 2

gr

dx3 ∧ dx1+

+J 3

gr

dx1 ∧ dx2
)
√

det g =

∫

∂ Ω

3

∑

k=1

J k nk dS.

(11.19)
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Â ñèëó (11.19) ìû ìîæåì ñîáðàòü âìåñòå âñå èíòåãðàëû ïî

ãðàíèöå îáëàñòè ∂ Ω èç (11.13), (11.14), (11.16) è (11.18) è

ñðàâíèòü èõ ñóììó ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (11.19). Ýòî äà¼ò

c4
gr

ε

16 π γ

∫

∂ Ω

3

∑

k=1

(

3

∑

s=1

2 hsk ∇s

(

g
1/2
00

)

−
3

∑

q=1

3

∑

s=1

gsk ·

· hq
q ∇s

(

g
1/2
00

)

−
3

∑

q=1

g
−1/2
00

gkq ∇q h00 +

3

∑

q=1

gkq ·

· ∇q

(

g
−1/2
00

)

h
00

−
3

∑

q=1

gkq ∇q

(

g
−1/2
00

)

h
00

+ g
1/2
00

·

·Zk −
3

∑

q=1

∇q

(

g
1/2
00

)

hkq
+

3

∑

q=1

3

∑

r=1

∇q

(

g
1/2
00

)

gkq ·

· hr
r

)

= ε

∫

∂ Ω

3

∑

k=1

J k
gr

nk dS.

(11.20)

Ïðèìåíèâ (4.38), èç (11.20) ìû îïðåäåëÿåì êîìïîíåíòû J
gr

:

J k
gr

=

c4
gr

16 π γ

(

3

∑

i=1

g
1/2
00

∇i h
ik −

3

∑

i=1

3

∑

q=1

g
1/2
00

gik ∇i h
q
q +

+

3

∑

i=1

hik ∇i

(

g
1/2
00

)

−
3

∑

i=1

g
−1/2
00

gik ∇i h00

)

.

(11.21)

Îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà äëÿ J k
gr

ïîëó÷àåòñÿ èç (11.21) ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ �îðìóë (9.17) è (9.18). Îíà èìååò âèä

J k
gr

=

c5
gr

16 π γ

(

3

∑

i=1

2 g
1/2
00

∇i b
ik −

3

∑

i=1

3

∑

q=1

2 g
1/2
00

gik ·

· ∇i b
q
q +

3

∑

i=1

2 bik∇i

(

g
1/2
00

)

−
3

∑

i=1

g
−1/2
00

gik ∇i b00

)

.

(11.22)
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Â îáùåì ñëó÷àå ïîòîê ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÷åðåç

ïîâåðõíîñòü S çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

E(S) =

∫

S

3

∑

k=1

J k
gr

nk dS. (11.23)

Êîìïîíåíòû J k
gr

âåêòîðà J
gr

â (11.23) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

(11.22).

Òåîðåìà 8.1 îïðåäåëÿåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ïîëåé ìàòåðèè. Îòäåëüíîãî çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íåò. Íî òåì íå

ìåíåå, â �îðìóëå äëÿ îáùåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè (7.2) ìîæíî

âûäåëèòü ÷àñòü (10.8), îòâå÷àþùóþ çà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå.

Òî÷íî òàê æå èç âåêòîðà ïîòîêà ïîëíîé ýíåðãèè J, îïðåäåëÿ-

åìîãî �îðìóëîé (9.19), èìåþùåé ïðîäîëæåíèå (9.20), ìîæíî

âûäåëèòü ÷àñòü J
gr

, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (11.22) è

îòâå÷àåò çà ïîòîê ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

Ë. Ä. Ôàääååâ â [61℄ óêàçûâàåò íà íåêîòîðûå ïðîáëåìû ñ

îïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî â òåîðèè îòíîñèòåëü-

íîñòè Ýéíøòåéíà. Â íàøåé íîâîé òåîðèè, êàê ìû ìîæåì

âèäåòü â �îðìóëàõ (10.8) è (11.22), íèêàêèõ ïðîáëåì ñ ýíåð-

ãèåé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íåò.



�ËÀÂÀ IV

ÒÎ×Å×ÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ Â

��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎËÅ.

§ 1. Äåéñòâèå äëÿ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö.
Òî÷å÷íûìè ÷àñòèöàìè èëè òî÷å÷íûìè ìàññàìè â ìåõàíè-

êå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ÷àñòèöû, ðàçìåð êîòîðûõ ïðåíåáðåæèìî

ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñòàíöèÿìè èõ ïåðåìåùåíèé è âíóò-

ðåííÿÿ ñòðóêòóðà è ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ êîòîðûõ

íå âëèÿåò íà èõ äâèæåíèå. �àñïîëîæåíèå òî÷å÷íîé ÷àñòèöû

â ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè x1, x2,

x3. Äâèæåíèå òî÷å÷íîé ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî å¼

êîîðäèíàòû x1, x2, x3 çàâèñÿò îò âðåìåíè:

x1(t), x2(t), x3(t). (1.1)

Â íàøåé òåîðèè èìåþòñÿ âûäåëåííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, êî-

òîðûå íàçûâàþòñÿ ñîïóòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè, ñì. § 3
â ïåðâîé ãëàâå. Â äàëüíåéøåì ïîä x1, x2, x3 â (1.1) è

âñþäó äàëåå ìû ïîíèìàåì êîîðäèíàòû â îäíîé èç òàêèõ ñî-

ïóòñòâóþùèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Êðîìå ýòîãî â íàøåé òåîðèè

èìååòñÿ âûäåëåííûé ñïîñîá îòñ÷¼òà âðåìåíè, ñâÿçàííûé ñ

ðàññëîåíèåì 3D-áðàí â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Îí íàçûâàåòñÿ

ìåìáðàííûì âðåìåíåì, ñì. §5 â ïåðâîé ãëàâå. Ïîä âðåìåíåì

t â (1.1) è âñþäó äàëåå ìû ïîíèìàåì îäèí èç âîçìîæíûõ

âûáîðîâ òàêîãî ìåìáðàííîãî âðåìåíè.

Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò êîîðäèíàò òî÷å÷íîé ÷àñòèöû

â (1.1) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà. Ýòîò âåêòîð v íàçû-
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âàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

vi = 
xi
=

dxi

dt
, ãäå i = 1, 2, 3. (1.2)

Âåêòîð óñêîðåíèÿ a òî÷å÷íîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòî-

ðà ñêîðîñòè v ýòîé ÷àñòèöû ÷åðåç ïðîöåäóðó êîâàðèàíòíîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè:

ai = ∇tv
i
= 
vi +

3

∑

j=1

3

∑

k=1

Γ
i
jk v

i vk, ãäå i = 1, 2, 3. (1.3)

×åðåç Γi
jk â (1.3) îáîçíà÷åíû êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîé ñâÿç-

íîñòè äëÿ òð¼õìåðíîé ìåòðèêè gij , ñì. (2.7) âî âòîðîé ãëàâå.

Îíè îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (4.1) èç âòîðîé ãëàâû.

Äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷å÷íîé ÷àñòèöû v ñ êîìïîíåí-

òàìè (1.2) îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêîé gij :

|v| =

√

√

√

√

3

∑

i=1

3

∑

j=1

gij vi vj . (1.4)

Òåïåðü, ñ ó÷¼òîì (1.4), ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû íàïèñàòü èí-

òåãðàë äåéñòâèÿ äëÿ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö. Ïðè çàïèñè èíòåãðàëà

äåéñòâèÿ ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ÷àñòèöû áàðèîííîé ñâåòëîé

ìàòåðèè è ÷àñòèöû íåáàðèîííîé ò¼ìíîé ìàòåðèè:

S
br

= −
∫

mc2
br

√

g
00

− |v|2
c2
br

dt. (1.5)

S
nb

= −
∫

mc2
nb

√

g
00

− |v|2
c2
nb

dt. (1.6)

Èíòåãðàëû (1.5) è (1.6) îòëè÷àþòñÿ ëèøü êîíñòàíòàìè c
br

è

c
nb

â íèõ. Ýòî äâå èç ÷åòûð¼õ êîíñòàíò ñêîðîñòè, êîòîðûå

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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ìû ðàññìîòðåëè â (1.2) âî âòîðîé ãëàâå. Â äàëüíåéøåì ìû

îãðàíè÷èì íàøå ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåì íåáàðèîííîé ìàòåðèè

(1.6). Ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì �îðìóëû ìîæíî áóäåò ëåãêî

ïåðåäåëàòü íà ñëó÷àé áàðèîííîé ìàòåðèè ïðîñòîé çàìåíîé

c
nb

íà c
br

â íèõ.

Èíòåãðàëû äåéñòâèÿ â (1.5) è (1.6) ïî ñóòè ÿâëÿþòñÿ èí-

òåãðàëàìè ïî òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

�óíêöèÿìè x1(t), x2(t), x3(t) â (1.1). Âåëè÷èíà g
00

â ýòèõ

�îðìóëàõ � ýòî ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ èç (2.9) âî âòîðîé ãëàâå,

à êîíñòàíòà m � ýòî ìàññà ÷àñòèöû, êîòîðàÿ òàêæå íàçûâà-

åòñÿ ìàññîé ïîêîÿ ÷àñòèöû.

§ 2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåáàðèîííûõ
÷àñòèö â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå.

Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â èíòåãðàëå äåéñòâèÿ äëÿ òî÷å÷íîé ÷à-

ñòèöû íàçûâàåòñÿ å¼ ëàãðàíæèàíîì:

S
nb

=

∫

L
nb

dt. (2.1)

Ñðàâíèâàÿ (2.1) ñ (1.6), ìû ïîëó÷àåì

L
nb

= −mc2
nb

√

g
00

− |v|2
c2
nb

. (2.2)

Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

1

ê èíòåãðàëó

(2.1) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

− d

dt

(δL
nb

δvi

)

g,b,g
b,x

+

(δL
nb

δxi

)

g,b,g
b,v

= 0. (2.3)

Ïîñêîëüêó ëàãðàíæèàí (2.2) íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, à ÿâëÿ-

åòñÿ �óíêöèåé, ÷àñòíûå âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå ñâîäÿòñÿ

1

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïðàâèëüíåå áûëî áû íàçûâàòü ïðèí-

öèïîì ñòàöèîíàðíîãî äåéñòâèÿ, ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíîñòü äåéñòâèÿ ïî

�àêòó íèêîãäà íå òðåáóåòñÿ.
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ê îáû÷íûì ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì, à ñàìè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-

Ëàãðàíæà (2.3) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

− d

dt

(∂L
nb

∂vi

)

+

∂L
nb

∂xi
= 0. (2.4)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå â (2.4) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ èñõîäÿ èç

(2.2). Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì

∂L
nb

∂vi
=

mvi
√

g
00

− |v|2
c2
nb

,

∂L
nb

∂xi
=

3

∑

r=1

3

∑

s=1

m

2

∂grs

∂xi
vr vs − c2

nb

m

2

∂g
00

∂xi

√

g
00

− |v|2
c2
nb

.

(2.5)

Ôóíêöèÿ g
00

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèåé. Ïîýòîìó å¼ ÷àñò-

íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â (2.5) ðàâíà å¼ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäðîé:

∂g
00

∂xi
= ∇i g00. (2.6)

Èçâåñòíî, ÷òî ∇i grs = 0 è èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ýòà êîâàðèàíò-

íàÿ ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå (ñì. § 7
â ãëàâå III èç êíèãè [53℄):

∇i grs =
∂grs

∂xi
−

3

∑

q=1

Γ
q
ir gqs −

3

∑

q=1

Γ
q
is grq. (2.7)

Èç ∇i grs = 0 è èç �îðìóëû (2.7) ìû âûâîäèì

3

∑

r=1

3

∑

s=1

∂grs

∂xi
vr vs =

3

∑

q=1

3

∑

s=1

2Γ
q
is vq v

s. (2.8)
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Çäåñü Γ
q
is � ýòî êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè, îïðå-

äåëÿåìûå òð¼õìåðíîé ìåòðèêîé gij . Â ñèëó (2.6) è (2.8)

�îðìóëû (2.5) çàïèñûâàþòñÿ òàê:

∂L
nb

∂vi
=

mvi
√

g
00

− |v|2
c2
nb

,

∂L
nb

∂xi
=

3

∑

q=1

3

∑

s=1

mΓ
q
is vq v

s − mc2
nb

2

∇i g00

√

g
00

− |v|2
c2
nb

.

(2.9)

Ïðèìåíèâ (2.9) ê óðàâíåíèÿì (2.4), ìû âûâîäèì

d

dt

( mvi
√

g
00

− |v|2
c2
nb

)

=

=

3

∑

q=1

3

∑

s=1

mΓ
q
is vq v

s − mc2
nb

2

∇i g00

√

g
00

− |v|2
c2
nb

.

(2.10)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.10) ïðå-

îáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dt

( mvi
√

g
00

− |v|2
c2
nb

)

=

m 
vi
√

g
00

− |v|2
c2
nb

+

+

mvi
(

√

g
00

− |v|2
c2
nb

)

3

1

2

(

d

dt

( |v|2
c2
nb

)

− 
g
00

−
3

∑

s=1

vs ∇s g00

)

.

(2.11)
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Ñêîìáèíèðîâàâ (2.10) è (2.11), ìû âûâîäèì äè��åðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ äëÿ vi:

m 
vi
√

g
00

− |v|2
c2
nb

+

mvi
(

√

g
00

− |v|2
c2
nb

)

3

1

2

(

d

dt

( |v|2
c2
nb

)

− 
g
00

−

−
3

∑

s=1

vs∇s g00

)

=

3

∑

q=1

3

∑

s=1

mΓ
q
is vq v

s − mc2
nb

2

∇i g00

√

g
00

− |v|2
c2
nb

.

(2.12)

Óðàâíåíèå (2.11) âûâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.6). Ïîìè-

ìî (2.6) íàì ïîòðåáóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6.1) â òðåòüåé ãëàâå.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.12) ñîäåðæèò

ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò |v|2. Ìû âû÷èñëèì ýòó ïðîèçâîä-

íóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(|v|2)
dt

=

d

dt

(

3

∑

r=1

3

∑

s=1

grs v
r vs
)

=

3

∑

r=1

3

∑

s=1

d(grs v
r
)

dt
vs+

+

3

∑

r=1

3

∑

s=1

d(grs v
s
)

dt
vr −

3

∑

r=1

3

∑

s=1

dgrs

dt
vs vr =

=

3

∑

s=1

2 
vs v
s −

3

∑

r=1

3

∑

s=1

∂grs

∂t
vs vr −

3

∑

r=1

3

∑

s=1

3

∑

i=1

∂grs

∂xi

xi vs vr.

(2.13)

Ìû ïðåîáðàçóåì (2.13) èñïîëüçóÿ �îðìóëó (6.1) èç òðåòüåé

ãëàâû, à òàêæå �îðìóëû (1.2) è (2.8). Ýòî äà¼ò

d(|v|2)
dt

= −
3

∑

q=1

3

∑

s=1

3

∑

i=1

2Γ
q
is vq v

s vi+

+

3

∑

s=1

2 
vs v
s −

3

∑

r=1

3

∑

s=1

2 c
gr

brs v
s vr.

(2.14)
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Äàëåå óìíîæèì (2.12) íà vi è ïðîñóììèðóåì ïî i îò 1 äî 3:

m

3

∑

i=1


vi v
i

√

g
00

− |v|2
c2
nb

+

m |v|2
(

√

g
00

− |v|2
c2
nb

)

3

·

· 1
2

(

d

dt

( |v|2
c2
nb

)

− 
g
00

−
3

∑

s=1

vs ∇s g00

)

=

=

3

∑

q=1

3

∑

s=1

3

∑

i=1

mΓ
q
is vq v

s vi − mc2
nb

2

3

∑

i=1

vi ∇i g00

√

g
00

− |v|2
c2
nb

.

(2.15)

Çàòåì ìû ïðèìåíèì �îðìóëó (2.14) ê ïðîèçâîäíîé ïî âðåìå-

íè îò |v|2 â �îðìóëå (2.15). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ðàâåíñòâî

(2.15) óïðîñòèòñÿ è ñâåä¼òñÿ ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

3

∑

i=1


vi v
i
=

3

∑

q=1

3

∑

s=1

3

∑

i=1

Γ
q
is vq v

s vi +
c
gr

|v|2
g
00

c2
nb

3

∑

r=1

3

∑

s=1

brs ·

· vs vr + 
g
00

|v|2
2 g

00

− c2
nb

2

3

∑

i=1

vi∇i g00 +
|v2|
g
00

3

∑

i=1

vi ∇i g00.

(2.16)

Òåïåðü ìû ïîäñòàâèì (2.16) âìåñòî âòîðîãî ñëàãàåìîãî â

(2.14). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì

d(|v|2)
dt

= −2 c
gr

g
00

(

g
00

− |v|2
c2
nb

)

3

∑

r=1

3

∑

s=1

brs v
s vr+

+


g
00

|v|2
g
00

− c2
nb

3

∑

i=1

vi ∇i g00 +
2 |v|2
g
00

3

∑

i=1

vi ∇i g00.

(2.17)
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Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäñòàâèòü (2.17) â

óðàâíåíèå (2.12). Ýòî äà¼ò


vi −
3

∑

q=1

3

∑

s=1

Γ
q
is vq 
x

s
= −c2

nb

2

∇i g00+

+ vi

(

3

∑

s=1

vs ∇s g00

g
00

+


g
00

2 g
00

+

c
gr

c2
nb

g
00

3

∑

r=1

3

∑

s=1

brs v
s vr
)

.

(2.18)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.18) ïîäõîäèò ïîä îïðåäåëåíèå êî-

âàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé êîâåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ïàðàìåòðó t

âäîëü ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé, ñì. (8.10) â § 8 èç ãëàâû III â

êíèãå [53℄). Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü (2.18) êàê

∇tvi = −c2
nb

2

∇i g00 + vi

(

3

∑

s=1

vs ∇s g00

g
00

+

+


g
00

2 g
00

+

c
gr

c2
nb

g
00

3

∑

r=1

3

∑

s=1

brs v
s vr
)

.

(2.19)

�àâåíñòâà (1.2) ìîæíî çàïèñàòü êàê äè��åðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ÷àñòèöû:


xi
= vi. (2.20)

Óðàâíåíèÿ (2.19), äîïîëíåííûå óðàâíåíèÿìè (2.20), ñîñòàâ-

ëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñû-

âàþùèõ äâèæåíèå íåáàðèîííîé ÷àñòèöû â ãðàâèòàöèîííîì

ïîëå, çàäàííîì òð¼õìåðíîé ìåòðèêîé gij è ñêàëÿðíîé �óíê-

öèåé g
00

. Óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàò ìàññû ÷àñòèöû m. Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1. Èíåðòíàÿ è ïàññèâíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ìàñ-

ñû íåáàðèîííîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû ðàâíû äðóã äðóãó.

Îïðåäåëåíèÿ èíåðòíîé, à òàêæå àêòèâíîé è ïàññèâíîé ãðà-

âèòàöèîííûõ ìàññ äàíû â [62℄.
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§ 3. Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ
òî÷å÷íûõ íåáàðèîííûõ ÷àñòèö.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà äëÿ òî÷å÷íîé íåáàðèîííîé ÷à-

ñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ëàãðàíæèàíîì:

pi =
(δL

nb

δvi

)

g,b,g
b,x

, (3.1)

Ëàãðàíæèàí (2.2) íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, à ÿâëÿåòñÿ �óíê-

öèåé. Ïîýòîìó âàðèàöèîííàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â (3.1)

çàìåíÿåòñÿ íà îáû÷íóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ:

pi =
∂L

nb

∂vi
(3.2)

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èç (3.2) áûëà óæå �àêòè÷åñêè ïîñ÷èòà-

íà â (2.5). Èñïîëüçóÿ ïåðâóþ �îðìóëó èç (2.5), ïîëó÷èì

pi =
mvi

√

g
00

− |v|2
c2
nb

. (3.3)

Âåëè÷èíû pi â (3.3) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè êîâåêòîðà p.

Ýòîò êîâåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè (3.3) íàçûâàåòñÿ êîâåêòîðîì

èìïóëüñà íåáàðèîííîé ÷àñòèöû.

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèÿì (2.10). Èñïîëüçóÿ êîìïîíåíòû

êîâåêòîðà èìïóëüñà p èç (3.3) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâ-

íåíèÿ (1.2), ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèÿ (2.10) òàê:


pi −
3

∑

q=1

3

∑

s=1

Γ
q
is pq 
x

s
= − mc2

nb

∇i g00

2

√

g
00

− |v|2
c2
nb

. (3.4)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (3.4) ïîäõîäèò ïîä îïðåäåëåíèå êî-

âàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé êîâåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ïàðàìåòðó t

CopyRight c© Sharipov R.A., 2024.
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âäîëü ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé, ñì. (8.10) â § 8 èç ãëàâû III â

êíèãå [53℄). Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü (3.4) êàê

∇tpi = − mc2
nb

∇i g00

2

√

g
00

− |v|2
c2
nb

. (3.5)

Óðàâíåíèÿ (3.5), äîïîëíåííûå óðàâíåíèÿìè (2.20) ñîñòàâëÿþò

ïîëíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå íåáàðèîííîé ÷àñòèöû â ãðàâèòà-

öèîííîì ïîëå, çàäàííîì òð¼õìåðíîé ìåòðèêîé gij è ñêàëÿðíîé

�óíêöèåé g
00

. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.5) èíòåðïðåòèðó-

þòñÿ êàê êîìïîíåíòû êîâåêòîðà ñèëû F, êîòîðàÿ äåéñòâóåò

íà íåáàðèîííóþ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ:

Fi = − mc2
nb

∇i g00

2

√

g
00

− |v|2
c2
nb

. (3.6)

Ôóíêöèÿ ýíåðãèè äëÿ íåáàðèîííîé ÷àñòèöû çàïèñûâàåòñÿ

÷åðåç êîìïîíåíòû å¼ êîâåêòîðà èìïóëüñà p è ÷åðåç êîìïîíåí-

òû å¼ âåêòîðà ñêîðîñòè v:

E
nb

=

3

∑

i=1

pi v
i − L

nb

. (3.7)

Ïðèìåíèâ (3.3) è (2.2) ê (3.7), ìû âûâîäèì

E
nb

=

m |v|2
√

g
00

− |v|2
c2
nb

+mc2
nb

√

g
00

− |v|2
c2
nb

. (3.8)

Ôîðìóëó (3.8) äëÿ ýíåðãèè íåáàðèîííîé ÷àñòèöû ìîæíî óïðî-

ñòèòü ïðèâåäåíèåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ãðóïïèðîâêîé
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ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ â ÷èñëèòåëå. Ïîñëå óïðîùåíèÿ îíà çà-

ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E
nb

=

mc2
nb

√

g
00

− |v|2
c2
nb

. (3.9)

Âåëè÷èíà g
00

ìîæåò áûòü ñäåëàíà ðàâíîé åäèíèöå â ëþáîé

îòäåëüíî âçÿòîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, íî â îáùåì ñëó÷àå íå

ïîâñåìåñòíî. Äëÿ ýòîãî íàäî âûïîëíèòü çàìåíó ìåìáðàííîãî

âðåìåíè ïî �îðìóëå (2.10) èç âòîðîé ãëàâû. Ïîñëå ýòîãî

�îðìóëà (3.9) ïðèíèìàåò âèä

E
nb

=

mc2
nb

√

1− |v|2
c2
nb

. (3.10)

Â ñèëó (3.10) êîíñòàíòà c
nb

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðõíÿÿ

ãðàíèöà äëÿ ñêîðîñòè íåáàðèîííûõ ÷àñòèö.

§ 4. Êðóãîâîå âðàùåíèå íåáàðèîííûõ ÷àñòèö
âîêðóã ÷¼ðíîé äûðû Øâàðöøèëüäà.

Â § 8 âòîðîé ãëàâû âûøå ìû èçó÷èëè ÷¼ðíûå äûðû Øâàðö-

øèëüäà â ðàìêàõ íàøåé íîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçîâàëèñü ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû

x1 = ρ, x2 = θ, x3 = φ (4.1)

è ïåðåìåííàÿ âðåìåíè t, ñâÿçàííàÿ ñ ñîïóòñòâóþùèì íà-

áëþäàòåëåì, îòíåñ¼ííûì â áåñêîíå÷íîñòü îò ÷¼ðíîé äûðû.

�ðàâèòàöèîííîå ïîëå ÷¼ðíîé äûðû Øâàðöøèëüäà çàäà¼òñÿ

ñêàëÿðíûì ïîëåì g
00

è òð¼õìåðíîé äèàãîíàëüíîé ìåòðèêîé

gij , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (8.7) è (8.6) èç âòî-

ðîé ãëàâû. Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òð¼õìåðíîé ìåòðè÷åñêîé
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ñâÿçíîñòè çàäàþòñÿ �îðìóëàìè (8.8) èç âòîðîé ãëàâû. Ôóíê-

öèÿ g
00

è òð¼õìåðíàÿ ìåòðèêà gij â ñëó÷àå ÷¼ðíîé äûðû

Øâàðöøèëüäà ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Îíè íå çàâèñÿò îò

âðåìåíè. Ïîýòîìó ìû èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:


g
00

= 0, bij = 0 äëÿ 1 6 i, j 6 3. (4.2)

Ïóñòü íåáàðèîííàÿ ÷àñòèöà ìàññû m âðàùàåòñÿ âîêðóã

÷¼ðíîé äûðû â å¼ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ñ óãëîâîé ñêî-

ðîñòüþ âðàùåíèÿ ω. Òîãäà å¼ âðàùåíèå â êîîðäèíàòàõ (4.1)

çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

ρ(t) = ρ = onst, θ(t) =
π

2

= onst, φ(t) = ω t. (4.3)

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïî âðåìåíè (4.3), ìû íàéä¼ì êîìïîíåí-

òû âåêòîðà ñêîðîñòè íåáàðèîííîé ÷àñòèöû:

v1 = 0, v2 = 0, v3 = ω. (4.4)

Êîìïîíåíòû êîâåêòîðà ñêîðîñòè âûâîäÿòñÿ èç (4.4) ïðè ïî-

ìîùè ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû îïóñêàíèÿ èíòåêñà:

vi =

3

∑

k=1

gik v
k. (4.5)

Ïðèìåíèâ �îðìóëû (8.6) èç âòîðîé ãëàâû è �îðìóëû (4.4) ê

(4.5) è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (4.3), ìû ïîëó÷èì

v
1

= 0, v
2

= 0, v
3

= ρ2 ω. (4.6)

Êîìïîíåíòû êîâåêòîðà óñêîðåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

ai = ∇tvi = 
vi −
3

∑

q=1

3

∑

s=1

Γ
q
is vq v

s. (4.7)
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Ïðèìåíèâ (4.4) è (4.6) ê (4.7) è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå �îðìóëû

(8.8) èç âòîðîé ãëàâû, ìû íàõîäèì

a
1

= −ρ ω2, a
2

= 0, a
3

= 0. (4.8)

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

(2.19), îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ÷àñòèöû. Âû÷èñëèì êîìïî-

íåíòû ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ g
00

â íèõ:

∇
1

g
00

=

r
gr

ρ2
∇
2

g
00

= 0, ∇
3

g
00

= 0. (4.9)

Èñïîëüçóÿ (4.4) è (4.9), ìû âûâîäèì

3

∑

s=1

vs∇s g00 = 0. (4.10)

Â ñèëó (4.2), (4.10) è (4.7) óðàâíåíèå (2.19) ñâîäèòñÿ ê

ai = −c2
nb

2

∇i g00. (4.11)

Ïðèìåíèâ (4.8) è (4.9) ê (4.11), ìû âûâîäèì ðàâåíñòâî

−ρ ω2

= −c2
nb

r
gr

2 ρ2
. (4.12)

�ðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ äëÿ áàðèîííîé ÷¼ðíîé äûðû Øâàðö-

øèëüäà ñ ìàññîé M çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

r
gr

=

2 γM

c2
gr

. (4.13)

Ôîðìóëà (4.13) ñîäåðæèòñÿ â § 100 èç ãëàâû XII â êíèãå [2℄ è

â [63℄. Ïîäñòàâèâ (4.13) â (4.12), ìû âûâîäèì

ρ ω2

=

c2
nb

γ M

c2
gr

ρ2
. (4.14)



§ 5. ÑÓÏÅ�Á�ÀÄÈÎÍÛ . . . 103

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå çíàìåíàòåëÿ â �îðìóëå äëÿ ñèëû (3.6),

�îðìóëà (4.14) ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé èç êëàññè÷åñêîé íüþ-

òîíîâñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

k
nb

=

c2
nb

c2
gr

. (4.15)

Åñëè çàìåíèòü íåáàðèîííóþ ÷àñòèöó íà áàðèîííóþ, òî c
nb

â (4.15) çàìåíèòñÿ íà c
nb

. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñëó÷àþ

ìíîæèòåëü äîëæåí ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå, ïîñêîëüêó äëÿ áàðè-

îííîé ìàòåðèè â êëàññè÷åñêîé íüþòîíîâñêîé òåîðèè ãðàâèòà-

öèè íåò íèêàêîé ñêîðîñòè ñâåòà è å¼ àíàëîãîâ:

k
br

=

c2
br

c2
gr

= 1. (4.16)

Èç (4.16) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

c
br

= c
gr

, (4.17)

à ïðèâåä¼ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñëóæàò äîêàçàòåëüñòâîì

ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà (4.17).

§ 5. Ñóïåðáðàäèîíû Ëóèñà �ðíçàëåçà Ìåñòðåñà.

Ìàññèâíûå íåáàðèîííûå ÷àñòèöû ñ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ,

îòëè÷íîé îò ñêîðîñòè ñâåòà, ðàññìàòðèâàë Ëóèñ �ðíçàëåç

Ìåñòðåñ â [64℄. Ïðè ýòîì îí ñ÷èòàë, ÷òî

c
nb

> c
el

, (5.1)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (5.1) Ëóèñ �ðíçàëåç Ìåñòðåñ â [65℄ íàçâàë

ïðèäóìàííûå èì ÷àñòèöû ñóïåðáðàäèîíàìè. Â [66℄ è [67℄

îí íàïèñàë äëÿ ýíåðãèè ñóïåðáðàäèîíîâ �îðìóëó âèäà (3.10)

è ïðåäïîëîæèë, ÷òî ñóïåðáðàäèîíû ìîæíî íàéòè â ñîñòàâå

êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé.
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