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ПРЕДИСЛОВИЕ.

Теория относительности — это физическая дисциплина, ко-
торая возникла в начале XX-го века и существенно изменила
традиционные представления об устройстве вселенной. Эф-
фекты, предсказываемые этой теорией, становятся существен-
ными лишь при описании процессов, идущих на очень больших
скоростях, близких к скорости света c = 2.998 · 105км/сек. В
XIX-ом веке единственной теорией, имеющей дело с такими
процессами, была теория электромагнетизма. Развитие теории
электромагнетизма в XIX-ом веке как раз и стало предпосыл-
кой возникновения теории относительности.

Изложение материала в данной книге соответствует этой
исторической последовательности событий. В первой главе из-
лагается электростатика и магнитостатика, начиная с описания
первых опытов по взаимодействию зарядов и токов. Во второй
главе излагается классическая электродинамика, основанная
на уравнениях Максвелла.

Третья глава начинается с вывода преобразований Лоренца
как преобразований, оставляющих неизменным вид уравнений
Максвелла. Физическая интерпретация таких преобразований
приводит к необходимости объединения пространства и време-
ни в один четырехмерный континуум (пространство Минков-
ского), в котором отсутствует абсолютное направление време-
ни. После введения четырехмерного пространства-времени в
третьей главе дается последовательное переизложение класси-
ческой электродинамики в форме, инвариантной относительно
преобразований Лоренца.

В четвертой главе рассматривается лагранжев вариацион-
ный подход к описанию электромагнитного поля и полей ма-
терии в специальной теории относительности. Использование
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криволинейных координат в пространстве Минковского и при-
менение соответствующего дифференциально-геометрического
аппарата подготавливает почву для перехода к общей теории
относительности.

В пятой главе излагается эйнштейновская теория гравита-
ции (общая теория относительности), которая интерпретирует
поле тяготения как искривление самого пространства-времени.

Книга адресована студентам-математикам, поэтому в ней
уделяется большое внимание логической связности изложения.
Ссылки на физическую интуицию сведены к минимуму: в
тех местах, где приходится вводить дополнительные предпо-
ложения, не вытекающие из предыдущего материала, дается
подробный комментарий.

Автор надеется, что настойчивый и заинтересованный чи-
татель с достаточной подготовкой (на уровне студентов 2-го
или 3-го курса математического факультета) сможет преодо-
леть все сложности, связанные с выкладками, и, прочтя эту
книгу, не только освоит предмет, но и получит эстетическое
удовольствие от того, насколько гармонично устроена природа
вещей.

Автор выражает признательность Н. Т. Ахтямову, Д. И. Бо-
рисову, Ю. П. Машенцевой и А. И. Утарбаеву за прочтение и
редактирование рукописи книги.

Ноябрь, 1997 г. Р. А. Шарипов.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.



ГЛАВА I

ЭЛЕКТРОСТАТИКА И МАГНИТОСТАТИКА

§ 1. Базовые экспериментальные

факты и системы единиц.

Количественное описание любого физического явления со-
пряжено с необходимостью измерения. В механике вводятся
три базовые единицы измерения: для массы, длины и времени.

Величина Ед.изм. Ед.изм. Связь

в СИ в СГС единиц

масса кг г 1 кг= 103 г

длина м см 1м= 102 см

время сек сек 1 сек= 1 сек

Единицы измерения остальных величин являются произ-
водными. Так, например, для единицы измерения силы в
системах СГС и СИ, согласно второму закону Ньютона, имеем:

(1) н = кг · м · сек−2 в системе СИ,
(2) дин = г · см · сек−2 в системе СГС.

Системы единиц СИ и СГС являются двумя наиболее по-
пулярными системами единиц в физике. Единицы измерения
для механических величин (скорость, ускорение, сила, энергия,
мощность) в этих системах определяются сходным образом.
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Пропорции между единицами измерений для этих величин мо-
гут быть выведены из соотношений для базовых величин (см.
таблицу выше). Однако, в выборе единиц для электрических и
магнитных величин эти системы существенно различаются.

Выбор единицы измерения электрического заряда в системе
СГС основывается на законе Кулона, описывающем взаимо-
действие точечных зарядов.

Закон Кулона. Два одноименных точечных заряда оттал-
киваются, а два разноименных заряда притягиваются с силой,

прямо пропорциональной величи-
нам этих зарядов и обратно про-
порциональной квадрату расстоя-
ния между ними:

(1.1) F ∼
Q1Q2

r2
.

Единица измерения заряда в си-
стеме СГС выбирается так, чтобы
коэффициент в формуле (1.1) стал

Рис. 1.1 равным единице. Поэтому

ед. заряда СГС = дин1/2 · см= г1/2 · см3/2 · сек−1.

Сам закон Кулона при этом записывается в виде равенства

(1.2) F =
Q1Q2

r2
.

Сила F , определяемая соотношением (1.2), очень велика.
Однако, в повседневной жизни она практически не проявля-
ется. Это связано с эффектом экранирования. Количество
положительных и отрицательных зарядов в природе точно
сбалансировано. Атомы и молекулы, из которых построена
наблюдаемая нами материя, содержат одинаковое количество
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положительного и отрицательного заряда, поэтому в целом
оказываются электрически нейтральными. Силы (1.2) начи-
нают проявляться только при сильном сближении атомов, что
иногда проявляется в форме образования химической связи
между ними.

Электрический ток возникает в результате перемещения за-
рядов. Обычно это происходит в металлическим проводнике,
которому придают протяженную форму (форму проволоки).
Ток в таком проводнике определяется количеством заряда,
протекающим по нему в единицу времени. Поэтому для еди-
ницы силы тока имеем

ед. тока СГС = ед. заряда СГС · сек−1 =

= г1/2 · см3/2 · сек−2.

Рассмотрим прямолинейный проводник длины l. Возник-
новение тока в нем приводит к нарушению баланса зарядов
на его концах. Заряды одного знака накапливаются на одном
конце, а их недостаток на другом проявляется в форме заряда
противоположного знака. Возникает сила Кулона (1.2), стре-
мящаяся восстановить баланс зарядов. Поэтому ток в таком
проводнике не может долго течь в одном направлении. Совсем
другое дело — проводник кольцевой формы. Здесь возникнове-
ние тока не приводит к нарушению баланса зарядов, поэтому
ток в кольцевом проводнике может течь неограниченно дол-
го. При этом сам проводник будет оставаться электрически
нейтральным и силы Кулона никак не проявятся.

Несмотря на отсутствие кулоновских сил, в эксперимен-
те было обнаружено взаимодействие двух электрически ней-
тральных кольцевых проводников с током. Это взаимодей-
ствие имеет другую природу и осуществляется не электри-
ческими, а магнитными силами. Величина магнитных сил
существенно зависит от формы и взаимного расположения
кольцевых проводников. Для установления количественных
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закономерностей для магнитных сил необходимо максималь-
но упростить геометрию кольцевых проводников. Для этого

их деформируют так, чтобы в
каждом из них возник прямо-
линейный фрагмент достаточ-
но большой длины l, и распо-
лагают эти фрагменты парал-
лельно друг другу на рассто-
янии r. В пределе, когда l
оказывается во много раз боль-
шим, чем r, такая конфигу-
рация может рассматриваться
как пара бесконечно длинных
проводников. Эксперименталь-

Рис. 1.2
но установлено, что такие про-
водники взаимодействуют со-
гласно следующему закону.

Закон Ампера. Сила взаимодействия двух бесконечно
длинных параллельных проводников с током, приходящаяся
на единицу их длины, прямо пропорциональна величинам то-
ков в них и обратно пропорциональна расстоянию между ними:

(1.3)
F

l
∼
I1 I2
r

.

При этом два сонаправленных тока притягиваются, а два про-
тивоположно направленных тока отталкиваются.

Единица измерения тока в системе СГС была уже опре-
делена выше. Поэтому коэффициент пропорциональности в
формуле (1.3) является однозначно заданной эксперименталь-
но определяемой величиной. Размерность этого коэффициента
— сек2 · см−2. Она совпадает с размерностью обратного квад-
рата скорости, поэтому формулу (1.3) в СГС записывают так:

(1.4)
F

l
=

2

c2
I1 I2
r

.
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Константа c в формуле (1.4) определяется экспериментально и
имеет размерность скорости:

(1.5) c ≈ 2.998 · 1010 см/сек.

Как мы увидим позже, константа c в (1.5) в точности совпадает
со скоростью света в вакууме. Коэффициент 2 в формуле (1.4)
введен именно с целью достижения такого совпадения.

В системе СИ единица измерения тока 1 а (один ампер)
является первичной. Она выбирается так, чтобы формула
(1.3) записывалась в виде

(1.6)
F

l
=

2µ0

4π

I1 I2
r

.

Здесь π = 3.14 . . . — точная (хотя и иррациональная) мате-
матическая константа, не имеющая размерности. Константа
µ0 называется диамагнитной восприимчивостью вакуума. Она
имеет размерность:

(1.7) µ0 = 4π · 10−7н · а−2.

Но, в отличие от константы c в (1.5), она является точной и
не требует определения из эксперимента. Ее можно было бы
положить равной единице, но именно такое значение (1.7) для
этой константы было выбрано при формировании системы СИ.
При этом ток величиной в 1 ампер оказывается лежащим в
диапазоне тех значений токов, которые реально возникают в
бытовых и промышленных электроприборах. Коэффициент 4π
в знаменателе (1.6) поставлен для упрощения некоторых дру-
гих формул, чаще используемых при инженерных рассчетах в
электротехнике.

Будучи первичной в системе СИ, единица измерения то-
ка ампер используется для определения единицы измерения
заряда в 1 кулон: 1к = 1а · 1сек. При этом коэффициент



§ 1. БАЗОВЫЕ ФАКТЫ И СИСТЕМЫ ЕДИНИЦ. 13

пропорциональности в законе Кулона (1.1) оказывается уже
отличным от 1. В системе СИ закон Кулона имеет вид

(1.8) F =
1

4πε0

Q1Q2

r2
.

Константа ε0 называется диэлектрической проницаемостью ва-
куума. В отличие от константы µ0 из (1.7), это физическая
константа, определяемая из эксперимента:

(1.9) ε0 ≈ 8.85 · 10−12 к2 · н−1 · м−2.

Константы (1.5), (1.7) и (1.9) связаны соотношением

(1.10) c =
1√
ε0 µ0

≈ 2.998 · 108 м/сек.

Из изложенного выше видим, что системы СГС и СИ раз-
личаются не только масштабом единиц измерения, но и видом
формул для двух фундаментальных законов: закона Кулона и
закона Ампера. Система СИ лучше предназначена для инже-
нерных рассчетов. Однако, проведение выкладок при выводе
многих формул в ней оказывается более громоздким. Поэтому
всюду далее в этой книге мы используем систему СГС.

Из сравнения закона Кулона с законом Ампера видим, что
электрические и магнитные силы проявляются по разному.
Однако, своим происхождением они обязаны одному — суще-
ствованию электрических зарядов. Позже мы увидим, что
взаимосвязь этих сил гораздо более тесная. Поэтому тео-
рию электрических и магнитных явлений объединяют в одну
теорию электромагнитизма. Теория электромагнетизма явля-
ется теорией с одной фундаментальной размерной константой
c — скоростью света. Классическая механика (без закона все-
мирного тяготения Ньютона) не имеет размерных констант.
Ньютоновская теория тяготения содержит одну константу:

(1.11) γ ≈ 6.67 · 10−8 см3 · г−1 · сек−2.



14 ГЛАВА I. ЭЛЕКТРОСТАТИКА И МАГНИТОСТАТИКА.

В основе этой теории лежит четвертый закон Ньютона, фор-
мулируемый так.

Закон всемирного тяготения. Два точечных тела при-
тягиваются с силой, прямо пропорциональной их массам и
обратно пропорциональной квадрату расстояния между ними.

Закон всемирного тяготения изображается одной формулой
как в системе СИ, так и в системе СГС:

(1.12) F = γ
M1M2

r2
.

Согласно современным представлениям, классическая меха-
ника и ньютоновская теория тяготения являются приближен-
ными теориями. На смену им приходят специальная и общая
теории относительности. Появление этих теорий историче-
ски было обусловлено развитием теории электромагнетизма.
Именно в такой последовательности эти теории излагаются в
данной книге.

Упражнение 1.1. На базе изложенного выше определите
количественное соотношение между единицами измерения за-
ряда и тока в системах СИ и СГС.

§ 2. Концепция близкодействия.

Рассмотрим пару закрепленных заряженных тел и продела-
ем с ними следующий мысленный эксперимент: начнем уда-
лять второе тело от первого. При этом расстояние r начнет
увеличиваться и сила кулоновского взаимодействия (1.2) ста-
нет убывать. Возникает естественный вопрос: как скоро после
начала движения второго тела этот факт отразится на вели-
чине силы Кулона, действующей на первое тело? Возможны
два ответа на этот вопрос:

(1) мгновенно;
(2) с некоторым запаздыванием, зависящим от расстояния

между телами.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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Первый ответ на этот вопрос известен как концепция дально-
действия. В этом случае мы считаем формулу (1.2) абсолютно
точной и применимой всегда (как для неподвижных зарядов,
так и для движущихся).

Второй ответ базируется на концепции близкодействия. Со-
гласно этой концепции, любое воздействие (и электрическое в
том числе) может передаваться мгновенно лишь в соседнюю
бесконечно–близкую точку пространства, а передача любого
воздействия на расстояние происходит как некоторый про-
цесс последовательной передачи этого воздействия от точки
к точке. Этот процесс всегда приводит к некоторой конечной
скорости передачи всякого воздействия. В рамках концепции
близкодействия закон Кулона (1.2) трактуется как прибли-
женный закон, в идеале применимый лишь к неподвижным
зарядам, которые оставались неподвижными достаточно долго
и процесс передачи взаимодействия успел завершиться.

Теория электромагнетизма содержит размерную константу c
(скорость света (1.5)), которая является первым претендентом
на роль скорости передачи электрического и магнитного вза-
имодействий. Этим она выгодно отличается от ньютоновской
теории тяготения.

Но скорость c достаточно велика. Если производить экс-
перимент по измерению силы Кулона на расстояниях порядка
r ≈ 10 см, мы получаем время передачи взаимодействия по-
рядка t ≈ 3 · 10−10 сек. Экспериментальная техника XIX-го
века не позволяла регистрировать столь короткие промежутки
времени, поэтому вопрос о выборе концепции не мог быть ре-
шен экспериментально. Какое-то время он оставался спорным.
Единственным возражением против концепции дальнодействия
первоначально, по-видимому, была ее некоторая прямолиней-
ность, законченность, и потому — скудность.

В настоящее время концепция близкодействия является об-
щепринятой, против нее практически никто не возражает. По-
явилась также возможность ее экспериментальной проверки
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для электромагнитных взаимодействий. Рассмотрим эту кон-
цепцию более внимательно. Согласно концепции близкодей-
ствия, процесс передачи взаимодействия на расстояние про-
являет свойство инертности. Начавшись в одной точке, где
находится перемещаемый заряд, он в течении какого-то вре-
мени оказывается вообще оторванным от зарядов и никак не
проявляется. Для описания этой стадии развития процесса
приходится ввести новое понятие — понятие поля.

Поле — это некоторая материальная сущность, способная за-
полнять все пространство и способная оказывать воздействие
на другие материальные тела, осуществляя передачу взаимо-
действия между ними.

Число достоверно известных науке полей невелико и совпа-
дает с числом известных типов взаимодействий — их четыре:
сильное, слабое, электромагнитное и поле тяготения (грави-
тационное поле). Сильное и слабое поля являются очень ко-
роткодействующими, они проявляются лишь в атомных ядрах,
при столкновениях и распадах элементарных частиц, а так-
же в астрономических объектах с очень высокой плотностью
— нейтронных звездах. Эти типы полей в данной книге не
рассматриваются.

Кроме того, имеется целый ряд терминов, использующих
слово поле: векторное поле, тензорное поле, поле спиноров,
калибровочное поле и др. Это математические понятия, отра-
жающие определенные свойства физических полей.

§ 3. Принцип суперпозиции.

Применим концепцию близкодействия к закону Кулона для
двух точечных зарядов. Наличие силы Кулона в рамках этой
концепции можно интерпретировать так: первый заряд создает
вокруг себя электрическое поле, которое воздействует на вто-
рой заряд. Результат такого воздействия проявляется в виде
силы F , действующей на второй заряд. Сила — векторная ве-
личина. Обозначим через F вектор силы и учтем направление
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этого вектора, определяемое словесной формулировкой закона
Кулона. Это дает

(3.1) F = Q1Q2
r2 − r1

|r2 − r1|3
.

Здесь r1 и r2 — радиус-векторы точек, в которых расположены
заряды Q1 и Q2. Рассмотрим вектор E, определяемый как
отношение E = F/Q2. Для него из формулы (3.1) выводим

(3.2) E = Q1
r2 − r1

|r2 − r1|3
.

Вектор E зависит от местоположения первого заряда и от
его величины. Он также зависит от местоположения второго
заряда, но не зависит от величины этого заряда. Вектор E

можно принять за количественную характеристику электри-
ческого поля, созданного зарядом Q1 в точке r2, в которую
помещен заряд Q2. Величину E можно вычислить по форму-
ле (3.2) или же определить из опыта. Для этого в точку r2

надо поместить пробный заряд q и измерить силу Кулона F,
действующую на этот заряд. После чего вектор E определится
как результат деления F на величину заряда q:

(3.3) E = F/q.

Рассмотрим более сложную ситуацию. Пусть в точках
r1, . . . , rn расположены заряды Q1, . . . , Qn. Они создают во-
круг себя электрическое поле, которое воздействует на проб-
ный заряд q, помещенный в точке r. Это воздействие про-
является в форме действия силы F на заряд q. Мы вновь
можем рассмотреть вектор E вида (3.3) и принять его за ко-
личественную характеристику электрического поля в точке r.
Он называется вектором напряженности электрического поля
или просто вектором электрического поля в этой точке.

В данном случае, вообще говоря, нет никакой априорной
уверенности в том, что вектор E не зависит от величины
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пробного заряда q. Однако, имеет место следующий экспери-
ментальный факт.

Принцип суперпозиции. Электрическое поле E, создава-
емое в точке r системой точечных зарядов Q1, . . . , Qn, есть
векторная сумма полей, создаваемых в этой точке каждым из
зарядов Q1, . . . , Qn.

Принцип суперпозиции в сочетании с законом Кулона приво-
дит к следующей формуле для напряженности электрического
поля, созданного системой точечных зарядов в точке r:

(3.4) E(r) =

n∑

i=1

Qi
r− ri

|r− ri|3
.

Принцип суперпозиции позволяет перейти от точечных заря-
дов к распределенным. Пусть число точечных зарядов n→ ∞.
При таком предельном переходе сумма в формуле (3.4) заме-
нится объемным интегралом:

(3.5) E(r) =

∫
ρ(r̃)

r− r̃

|r− r̃|3
d 3r̃.

Здесь ρ(r̃) — объемная плотность заряда в точке r̃. Это
усредненная характеристика, имеющая смысл заряда, прихо-
дящегося на единицу объема.

Для нахождения силы, действующей на пробный заряд q,
мы должны обратить формулу (3.3):

(3.6) F = qE(r).

Сила, действующая на заряд q в электрическом поле равна
произведению величины этого заряда на вектор напряженно-
сти поля в точке, где этот заряд находится. Но сам заряд q
также создает поле. Воздействует ли на заряд q его собствен-
ное поле? Для точечных зарядов ответ на этот вопрос отри-
цателен. Этот факт следует рассматривать как дополнение
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к принципу суперпозиции. Сила, действующая на распреде-
ленную систему зарядов в электрическом поле, определяется
следующим интегралом:

(3.7) F =

∫
ρ(r)E(r) d 3r.

Поле E(r) в (3.7) — это внешнее поле, создаваемое внешними
зарядами. Поле самих зарядов с плотностью ρ(r) в E(r) не
включается.

Завершая это параграф, отметим, что формулы (3.4) и (3.5)
справедливы только для системы неподвижных зарядов, ко-
торые оставались неподвижными достаточно долго, для того,
чтобы процесс передачи взаимодействия дошел от зарядов до
точки наблюдения r. Поля, созданные такими системами заря-
дов называются статическими, а раздел теории электромагне-
тизма, изучающий такие поля, называется электростатикой.

§ 4. Сила Лоренца и закон Био-Савара-Лапласа.

Аналогом закона Кулона в случае магнитного взаимодей-
ствия выступает закон взаимодействия параллельных провод-

ников с током. Согласно концеп-
ции близкодействия, сила F возни-
кает в результате воздействия маг-
нитного поля первого проводника
на второй проводник. Однако, па-
раллельные проводники не могут
рассматриваться как точечные:
формула (1.4) справедлива лишь
при l � r. Для получения ко-

Рис. 4.1

vt

личественной характеристики маг-
нитного поля в какой-либо точке r
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рассмотрим ток I2 в (1.4) как поток заряженных частиц за-
ряда q, движущихся с одинаковой скоростью v вдоль второго
проводника. Если через ν обозначить число таких частиц на
единице длины проводника, то на длину l придется N = ν l
частиц. За время t через любое фиксированное поперечное
сечение проводника проходит n = ν v t частиц, которые пере-
носят заряд Q = q ν v t. Поэтому ток I2 во втором проводнике
может быть вычислен по формуле

I2 = Q/t = q ν v.

Вычислив силу, приходящуюся на фрагмент проводника дли-
ны l, по формуле (1.4), мы должны разделить ее на количество
частиц в этом фрагменте N . Тогда для силы, приходящейся
на одну частицу, получаем

(4.1) F =
2

c2
I1 I2 l

r N
=

2

c2
I1 q v

r
.

Формула (4.1) определяет качественный характер зависимости
силы F от q и v: на частицу заряда q, которая движется в
магнитном поле, действует сила, пропорциональная ее заряду
и величине ее скорости:

(4.2) F ∼ q v.

Сила и скорость — векторные величины. Наиболее простой
способ установить линейную связь двух векторных величин
F и v состоит в рассмотрении векторного произведения v c
третьей векторной величиной H:

(4.3) F =
q

c
[v, H(r)].

Здесь c — скорость света. Величина H(r) в (4.3) служит
количественной характеристикой магнитного поля в точке r и



§ 4. СИЛА ЛОРЕНЦА И ЗАКОН БИО-САВАРА-ЛАПЛАСА. 21

называется напряженностью магнитного поля в этой точке.
Коэффициент 1/c в (4.3) введен для того, чтобы размерность
напряженности магнитного поля совпадала с размерностью
напряженности электрического поля. Сила F, действующая
на движущийся точечный заряд в магнитном поле, получила
название силы Лоренца. Полная сила Лоренца, действующая
на заряд в электромагнитном поле, есть сумма двух компонент
— электрической и магнитной:

(4.4) F = qE +
q

c
[v, H].

Формула (4.4) обобщает формулу (3.6) на случай общего элек-
тромагнитного поля. Она верна не только для статических,
но и для нестатических (переменных) электрических и маг-
нитных полей. Разумеется, изложенный выше вывод является
эмпирическим. Формулу (4.4) надо трактовать как экспери-
ментальный факт, не противоречащий более раннему экспери-
ментальному факту (1.4) в рамках развиваемой теории.

Вернемся обратно к проводникам с током. Формулу (4.3)
можно перефразировать в терминах токов. На единицу длины
проводника с током I в магнитном поле напряженности H

действует сила

(4.5)
F

l
=
I

c
[τ , H].

Здесь τ — единичный вектор в направлении тока, касатель-
ный к проводнику. Полная сила, действующая на кольцевой
проводник с током I, определяется контурным интегралом

(4.6) F =

∮
I

c
[τ (s), H(r(s))] ds,

где s — натуральный параметр на кривой, задающей форму
проводника, а вектор-функция r(s) задает эту кривую в пара-
метрической форме.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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Рассмотрим случай двух бесконечных параллельных про-
водников. Силу F теперь можно вычислить по формуле (4.5),
считая, что первый проводник создает поле H(r), которое воз-
действует на второй проводник. Дополнительный эксперимент
показывает, что вектор H перпендикулярен плоскости про-
водников. Величина магнитного поля H = |H| может быть
найдена из (4.1):

(4.7) H =
2

c

I1
r
.

Здесь r — расстояние от точки наблюдения до проводника,
создающего поле.

Магнитное поле, создаваемое проводниками с током, удо-
влетворяет принципу суперпозиции. В частности, поле бес-
конечного прямолинейного проводника (4.7) складывается из
полей, создаваемых отдельными фрагментами этого провод-
ника. Поставить чистый эксперимент и измерить поле от
отдельного фрагмента нельзя, ибо ток в таком фрагменте не
может протекать достаточно долго. Однако, чисто теоретиче-
ски, такой фрагмент бесконечно малой длины ds рассмотреть
можно. Можно также записать формулу для магнитного поля,
создаваемого таким фрагментом проводника с током I:

(4.8) dH(r) =
1

c

[I τ , r− r̃]

|r − r̃|3
ds.

Здесь τ — единичный вектор, определяющий пространствен-
ную ориентацию фрагмента проводника. Он всегда берется
направленным вдоль тока. На практике при вычислении маг-
нитных полей, созданных кольцевыми проводниками с током,
формула (4.8) используется в интегральной форме:

(4.9) H(r) =

∮
1

c

[I τ (s), r− r̃(s)]

|r− r̃(s)|3
ds.
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Здесь, как и в (4.6), s — натуральный параметр на кривой, за-
дающей форму проводника, а r̃(s) — векторно-параметрическое
уравнение этой кривой, причем τ (s) = dr̃(s)/ds. Соотношение
(4.8) и его интегральная форма записи (4.9) выражают закон
Био-Савара-Лапласа для кольцевых проводников с током.

Закон Био-Савара-Лапласа в форме (4.8) не может быть
проверен экспериментально. Однако, в интегральной фор-
ме (4.9) для проводников конкретной формы он приводит к
конкретному выражению H(r), которое уже допускает экспе-
риментальную проверку.

Упражнение 4.1. Используя соотношения (4.6) и (4.9),
выведите закон взаимодействия параллельных проводников с
током в форме (1.4).

Упражнение 4.2. Найдите магнитное поле проводника с
током, имеющего форму окружности радиуса a.

§ 5. Плотность тока. Закон сохранения заряда.

Проводники с током, которые мы рассматривали ранее, яв-
ляются некоторой идеализацией. Реальный проводник всегда
обладает толщиной. Этот факт игнорируется при рассмотре-
нии протяженных проводников, имеющих форму проволоки.
Однако, в некоторых случаях толщиной проводника пренебре-
гать нельзя. Например, при рассмотрении тока в электро-
литической ванне или тока в разреженной плазме в верхних
слоях атмосферы. Ток в объемных проводниках может рас-
пределятся неравномерно по толще проводника. Для описа-
ния такой ситуации лучше всего подходит понятие плотности
тока j.

Плотность тока — векторная величина, зависящая от точ-
ки проводящей среды: j = j(r). Направление вектора j(r)
указывает направление перемещения заряда в данной точке.
Величина j = | j | определяется количеством заряда, который
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протекает в единицу времени через единичную площадку, ори-
ентированную перпендикулярно вектору j.

Выделим мысленно некоторый ограниченный объем Ω в тол-
ще проводящей среды. Его граница — некоторая гладкая
замкнутая поверхность. В силу определения плотности то-
ка, заряд J , вытекающий за пределы выделенного объема в
единицу времени, определяется поверхностным интегралом по
границе области, а величина заряда Q, заключенного внутри
объема, — объемным интегралом:

Q =

∫

Ω

ρ d 3r, J =

∫

∂Ω

〈
j, n

〉
dS.(5.1)

Здесь n — единичный вектор внешней нормали к поверхности
∂Ω, ограничивающей объем Ω.

Закон сохранения заряда является еще одним фундамен-
тальным экспериментальным фактом, отражающим природу
электромагнетизма. В классической формулировке он утвер-
ждает, что заряды не возникают и не исчезают, а могут только
перемещаться. Современная физика внесла некоторые коррек-
тивы в эту формулировку: заряды могут исчезать и возникать
в процессах аннигиляции и рождения пар, состоящих из ча-
стиц и античастиц. Но и при этих процессах полный баланс
заряда сохраняется, ибо суммарный электрический заряд па-
ры частица–античастица всегда равен нулю. Применительно
к интегралам (5.1) закон сохранения заряда дает: Q̇ = −J .
Это соотношение означает, что уменьшение заряда в объеме Ω

всегда обусловлено его потерей за счет потока через границу, и
наоборот, увеличение заряда в этом объеме есть результат его
поступления через границу объема. Запишем закон сохранения
заряда в следующей форме:

(5.2)
d

dt

( ∫

Ω

ρ d 3r

)
+

∫

∂Ω

〈
j, n

〉
dS = 0.
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Плотность тока j есть вектор, зависящий от точки прово-
дящей среды. Такие объекты в дифференциальной геометрии
называются векторными полями. Другой пример векторных
полей — это электрическое поле E и магнитное поле H. По-
верхностный интеграл J из (5.1) называется потоком вектор-
ного поля j через поверхность ∂Ω. Для гладких векторных
полей поверхностный интеграл типа J может быть преобра-
зован в объемный по формуле Остроградского–Гаусса. Для
соотношения (5.2) это дает

(5.3)

∫

Ω

(
∂ρ

∂t
+ div j

)
d 3r = 0.

Произвольность выбора ограниченного объема Ω в (5.3) озна-
чает, что подинтегральное выражение в (5.3) равно нулю:

(5.4)
∂ρ

∂t
+ div j = 0.

Соотношения (5.2) и (5.4) представляют собой интегральную и
дифференциальную форму записи закона сохранения заряда.
Соотношение (5.4) известно также как уравнение неразрывно-
сти для электрического заряда.

Применительно к объемным проводникам с распределенным
по объему током с плотностью j формула (4.6) переписывается
в следующем виде:

(5.5) F =

∫
1

c
[ j(r), H(r)] d 3r.

Закон Био-Савара-Лапласа для таких проводников также за-
писывается через объемный интеграл:

(5.6) H(r) =

∫
1

c

[ j(r̃), r− r̃]

|r− r̃|3
d 3r̃.

Вывод формул (5.5) и (5.6) из (4.6) и (4.8) требует разбиения
объемного проводника на совокупность линейных проводников,
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использования принципа суперпозиции и предельного перехода
по количеству линейных проводников n→ ∞.

§ 6. Электрический дипольный момент.

Рассмотрим некоторую распределенную конфигурацию за-
рядов с плотностью ρ(r), целиком сосредоточенную внутри
некоторого ограниченного объема Ω. Пусть R — максималь-
ный линейный размер области Ω. Поместим начало координат
внутрь области сосредоточения заряда Ω и выберем точку
наблюдения r, достаточно далеко отстоящую от области сосре-
доточения заряда: |r| � R. Для нахождения электрического
поля E(r) используем формулу (3.5):

(6.1) E(r) =

∫

Ω

ρ(r̃)
r− r̃

|r− r̃|3
d 3r̃.

Ввиду ограниченности области интегрирования в (6.1) имеем
|r̃| ≤ R. Используя это вместе с неравенством |r| � R, мы
можем рассмотреть тейлоровское разложение дроби в подинте-
гральном выражении (6.1) по степеням r̃/|r|:

(6.2)
r− r̃

|r− r̃|3
=

r

|r|3
+

1

|r|2
·

(
3

r

|r|
·

〈
r

|r|
,

r̃

|r|

〉
−

r̃

|r|

)
+ . . . .

Подставив (6.2) в (6.1), мы получим следующее выражение для
вектора электрического поля E(r):

(6.3) E(r) = Q
r

|r|3
+

3
〈
r, D

〉
r − |r|2 D

|r|5
+ . . . .

Первое слагаемое в (6.3) — это кулоновское поле точечного
заряда, расположенного в начале координат. Величина Q есть
суммарный заряд, заключенный в объеме Ω. Он задается
интегралом (5.1).
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Второе слагаемое в (6.3) известно как поле точечного дипо-
ля, расположенного в начале координат. Вектор D — назы-
вается дипольным моментом системы зарядов, заключенных
внутри Ω. Он определяется интегралом

(6.4) D =

∫

Ω

ρ(r̃) r̃ d 3r̃.

Для системы из чисто точечных зарядов дипольный момент
определяется суммой

(6.5) D =
n∑

i=1

Qi r̃i.

Для электрически нейтральной в целом системы зарядов с
Q = 0, сосредоточенной вблизи точки начала координат r = 0,
поле точечного диполя

(6.6) E(r) =
3
〈
r, D

〉
r− |r|2 D

|r|5

является главным членом асимптотики при r → ∞ для элек-
тростатического поля (3.4) или (3.5). Отметим, что для систе-
мы с Q = 0 дипольный момент D, вычисляемый по формулам
(6.4) и (6.5), является инвариантом системы. Он не меняется
при перемещении системы зарядов без изменения их взаимного
расположения: r̃ → r̃ + r0.

Упражнение 6.1. Понятие плотности заряда применимо и
к зарядам, локализованным в точке. Однако, при этом ρ(r) ста-
новится уже обобщенной функцией. Так, например, точечный
заряд Q, расположенный в точке r = 0, задается плотностью
ρ(r) = Qδ(r), где δ(r) — дельта-функция Дирака. Рассмотрите
плотность заряда

(6.7) ρ(r) =
〈
D, grad δ(r)

〉
=

3∑

i=1

Di ∂δ(r)

∂ri
.
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По формуле (5.1) вычислите полный заряд Q, отвечающий
плотности (6.7). Из (6.4) вычислите дипольный момент для
системы зарядов (6.7) и найдите электрическое поле, создава-
емое этой системой зарядов. Сравните полученное выражение
для E(r) с (6.6) и объясните, почему систему зарядов (6.7) на-
зывают точечным диполем.

Упражнение 6.2. Пользуясь формулой (3.7), найдите силу,
действующую на точечный диполь во внешнем электрическом
поле E(r).

§ 7. Магнитный момент.

Рассмотрим ситуацию, сходную с рассмотренной в преды-
дущем параграфе. Пусть в некоторой ограниченной области
Ω, содержащей в себе начало координат r = 0 и имеющей
максимальный линейный размер R, сосредоточена некоторая
распределенная система токов j(r), то есть вектор-функция j(r)
может быть отлична от нуля лишь внутри области Ω, она рав-
на нулю на границе области ∂Ω и всюду вне области. Систему
токов j(r) мы считаем стационарной (j не зависит от времени)
и не приводящей к нарушению баланса зарядов (ρ(r) = 0). За-
кон сохранения заряда (5.4), примененный к данной ситуации,
дает зануление дивергенции поля j(r):

(7.1) div j = 0.

Для вычисления магнитного поля H(r) воспользуемся законом
Био-Савара-Лапласа в форме (5.6):

(7.2) H(r) =

∫

Ω

1

c

[ j(r̃), r− r̃]

|r− r̃|3
d 3r̃.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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Полагая |r| � R, воспользуемся разложением (6.2) для подста-
новки его в (7.2). В результате этого получим

(7.3)

H(r) =

∫

Ω

[ j(r̃), r]

c |r|3
d 3r̃ +

+

∫

Ω

3
〈
r, r̃
〉
[ j(r̃), r] − |r|2 [ j(r̃), r̃]

c |r|5
d 3r̃ + . . . .

Лемма 7.1. Первый интеграл в формуле (7.3) равен нулю
тождественно.

Док-во. Обозначим этот интеграл через H1(r). Выберем
произвольный константный вектор e и образуем скалярное
произведение H1 с вектором e:

(7.4)
〈
H1, e

〉
=

∫

Ω

〈
e, [ j(r̃), r]

〉

c |r|3
d 3r̃ =

∫

Ω

〈
j(r̃), [ r, e]

〉

c |r|3
d 3r̃.

Рассмотрим вектор a и функцию f(r̃), определив их так:

a =
[r, e]

c |r|3
, f(r̃) =

〈
a, r̃

〉
.

Вектор a не зависит от r̃, поэтому при вычислении интеграла
(7.4) его можно считать константным вектором. Для него
имеем a = grad f . Подставив это в интеграл (7.4), получим

(7.5)

〈
H1, e

〉
=

∫

Ω

〈
j, grad f

〉
d 3r̃ =

=

∫

Ω

div(f j) d 3r̃−

∫

Ω

f div j d 3r̃.
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Последний интеграл в (7.5) равен нулю в силу (7.1). Пред-
шествующий ему интеграл преобразуется в поверхностный по
формуле Остроградского–Гаусса. Он также равен нулю по
причине зануления j(r̃) на границе области Ω. Отсюда

(7.6)
〈
H1, e

〉
=

∫

∂Ω

f
〈
j, n

〉
dS = 0.

Теперь зануление вектора H1(r) следует из формулы (7.6) в
силу произвольности вектора e. Лемма доказана. �

Теперь преобразуем второй интеграл в (7.3). Обозначим
его через H2(r) и, выбрав произвольный вектор e, образуем
скалярное произведение

〈
H2, e

〉
. Это скалярное произведение

можно преобразовать к виду

(7.7)
〈
H2, e

〉
=

1

c |r|5

∫

Ω

〈
j(r̃), b(r̃)

〉
d 3r̃,

где b(r̃) = 3
〈
r, r̃
〉
[r, e]−|r|2 [r̃, e]. Добавление к b(r̃) градиента

произвольной функции f(r̃) не меняет величину интеграла в
(7.7). Это видно на примере (7.5) и (7.6). Выберем конкретную
функцию f(r̃), определив ее так:

(7.8) f(r̃) = −
3

2

〈
r, r̃
〉 〈

r̃, [r, e]
〉
.

Для градиента функции (7.8) прямым вычислением получаем

grad f(r̃) = −
3

2

〈
r̃, [r, e]

〉
r−

3

2

〈
r, r̃
〉
[r, e] =

= −3
〈
r, r̃
〉
[r, e] −

3

2

(
r
〈
r̃, [r, e]

〉
− [r, e]

〈
r, r̃
〉)
.

Используем известную формулу [a, [b, c]] = b
〈
a, c

〉
− c

〈
a, b

〉
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из векторной алгебры. Полагая a = r̃, b = r и c = [r, e],
преобразуем выражение для grad f к следующему виду:

(7.9) grad f(r̃) = −3
〈
r, r̃
〉
[r, e] −

3

2
[r̃, [r, [r, e]]].

Правая часть (7.9) содержит тройное векторное произведе-
ние. Для его преобразования вновь используем соотношение
[a, [b, c]] = b

〈
a, c

〉
− c

〈
a, b

〉
, полагая a = r, b = r и c = e:

grad f(r̃) = −3
〈
r, r̃
〉
[r, e] −

3

2

〈
r, e
〉
[r̃, r] +

3

2
|r|2 [r̃, e].

Добавим полученное выражение для grad f к вектору b(r̃). Но-
вое значение этого вектора дается следующим соотношением:

(7.10) b(r̃) = −
3

2

〈
r, e
〉
[r̃, r] +

1

2
|r|2 [r̃, e].

Подставим (7.10) в формулу (7.7). Это дает

〈
H2, e

〉
=

∫

Ω

−3
〈
r, e
〉 〈

r, [ j(r̃), r̃]
〉

+ |r|2
〈
e, [ j(r̃), r̃]

〉

2 c |r|5
d 3r̃.

Заметим, что величины j(r̃) и r̃ входят в формулу для
〈
H2, e

〉

только в форме векторного произведения [ j(r̃), r̃]. Обозначим
через M следующий интеграл:

(7.11) M =

∫

Ω

[r̃, j(r̃)]

2 c
d 3r̃.

Вектор M, определенный интегралом (7.11), называется маг-
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нитным моментом системы токов j(r̃). В терминах M полу-
ченное выше соотношение для

〈
H2, e

〉
записывается так:

(7.12)
〈
H2, e

〉
=

3
〈
r, e
〉 〈

r, M
〉
− |r|2

〈
e, M

〉

|r|5
.

Учитывая произвольность вектора e в формуле (7.12), из (7.3)
и леммы 7.1 можно сделать следующий вывод: поле точечного
магнитного диполя

(7.13) H(r) =
3
〈
r, M

〉
r− |r|2 M

|r|5

является главным членом асимптотики при r → ∞ для стати-
ческого магнитного поля (4.9) и (5.6).

Подобно дипольному моменту D системы зарядов с сум-
марным зарядом Q = 0, магнитный момент M инвариантен
относительно перемещений r → r + r0, не меняющих конфигу-
рации токов. Действительно, при таком перемещении интеграл
(7.11) приобретает добавку

(7.14) 4M =

∫

Ω

[r0, j(r̃)]

2 c
d 3r̃ = 0.

Интеграл в (7.14) равен нулю в силу тех же соображений, что
изложены при доказательстве леммы 7.1.

Упражнение 7.1. Рассмотрите локализованную систему
токов j(r) со следующей обобщенной плотностью:

(7.15) j(r) = −c [M, grad δ(r)].

Убедитесь в справедливости соотношения (7.1) для системы то-
ков (7.15) и определите ее магнитный момент M. Используя
формулу (5.6), определите магнитное поле этой системы токов
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и объясните, почему эту систему токов называют точечным
магнитным диполем.

Упражнение 7.2. Пользуясь формулой (5.5), найдите си-
лу, действующую на точечный магнитный диполь во внешнем
магнитном поле H(r).

Упражнение 7.3. Используя следующую формулу для мо-
мента сил:

M =

∫
1

c
[r, [ j(r), H]] d 3r,

найдите вращательный момент сил M, действующий на точеч-
ный магнитный диполь (7.15) в однородном магнитном поле
H = const.

§ 8. Интегральные уравнения

статического электромагнитного поля.

Понятие потока векторного поля через поверхность возник-
ло у нас при рассмотрении закона сохранения заряда (см.
интеграл J из (5.1)). Аналогичным образом можно определить
потоки и для векторных полей E(r) и H(r):

E =

∫

S

〈
E, n

〉
dS, H =

∫

S

〈
H, n

〉
dS.(8.1)

Пусть S — замкнутая поверхность, ограничивающая некото-
рый объем Ω, т. е. S = ∂Ω. Электростатическое поле E

определяется формулой (3.5). Подставим поле E(r) в фор-
ме (3.5) в первый интеграл (8.1) и произведем смену порядка
интегрирования в получившемся повторном интеграле:

(8.2) E =

∫
ρ(r̃)

∫

∂Ω

〈
r− r̃, n(r)

〉

|r − r̃|3
dS d 3r̃.
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Внутренний поверхностный интеграл в (8.2) берется от явно
заданной функции. Он может быть вычислен явно:

(8.3)

∫

∂Ω

〈
r− r̃, n(r)

〉

|r − r̃|3
dS =

{
0, если r̃ 6∈ Ω,

4π, если r̃ ∈ Ω.

Здесь через Ω = Ω ∪ ∂Ω обозначено замыкание области Ω.
Для доказательства соотношения (8.3) рассмотрим вектор-

ное поле m(r) следующего вида:

(8.4) m(r) =
r− r̃

|r− r̃|3
.

Векторное поле m(r) является гладким всюду, кроме одной
особой точки r = r̃. Всюду вне особой точки непосредственным
вычислением находим div m = 0. При r̃ 6∈ Ω особая точка
поля m не попадает в Ω, поэтому к (8.3) применима формула
Остроградского–Гаусса:

∫

∂Ω

〈
m, n

〉
dS =

∫

Ω

div m d 3r = 0.

Это доказывает первую часть формулы (8.3). Для доказа-
тельства второй части этой формулы при r̃ ∈ Ω применим
тактический маневр. Рассмотрим сферическую ε-окрестность
O = Oε особой точки r = r̃. При достаточно малом ε окрест-
ность O целиком лежит внутри Ω. Тогда из условия div m = 0
для поля (8.4) получаем

(8.5)

∫

∂Ω

〈
m, n

〉
dS =

∫

∂O

〈
m, n

〉
dS = 4π.

Значение последнего интеграла по сфере ∂O в (8.5) находится
в результате несложного непосредственного вычисления. Фор-
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мула (8.3) доказана. Подстановка (8.3) в (8.2) приводит к
следующему соотношению:

(8.6)

∫

∂Ω

〈
E, n

〉
dS = 4π

∫

Ω

ρ(r) d 3r.

Соотношение (8.6) может быть сформулировано словесно в
виде следующей теоремы.

Теорема о потоке электрического поля. Поток векто-
ра электрического поля через границу ограниченной области
равен произведению 4π на суммарный заряд в этой области.

Рассмотрим теперь поток магнитного поля H из (8.1). Ста-
тическое магнитное поле определяется формулой (5.6). Под-
ставим поле H(r) в форме (5.6) во второй интеграл (8.1) и
произведем смену порядка интегрирования в получившемся
повторном интеграле:

(8.7) H =

∫ ∫

∂Ω

1

c

〈
[ j(r̃), r− r̃], n(r)

〉

|r− r̃|3
dS d 3r̃.

При вычислении внутреннего интеграла по поверхности вектор
j можно считать константным. Рассмотрим поле

(8.8) m(r) =
[ j, r− r̃]

c |r− r̃|3
.

Подобно полю (8.4), поле (8.8) имеет ровно одну особую точку
r = r̃. Дивергенция этого поля равна нулю, что проверяется
непосредственным вычислением. Наличие особой точки в этом
случае, оказывается, не влияет на величину поверхностного
интеграла в (8.7). Взамен (8.3) в данном случае мы имеем

(8.9)

∫

∂Ω

1

c

〈
[ j, r − r̃], n(r)

〉

|r − r̃|3
dS = 0.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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При r̃ 6∈ Ω соотношение (8.9) вытекает из div m = 0 после
применения формулы Остроградского–Гаусса. При r̃ ∈ Ω имеет
место соотношение, аналогичное соотношению (8.5):

(8.10)

∫

∂Ω

〈
m, n

〉
dS =

∫

∂O

〈
m, n

〉
dS = 0.

Но значение интеграла по сфере в данном случае равно нулю,
ибо вектор m(r) ортогонален вектору нормали n во всех точках
сферы ∂O. В результате подстановки (8.9) в (8.7) получаем
соотношение

(8.11)

∫

∂Ω

〈
H, n

〉
dS = 0,

которое формулируется в виде следующей теоремы.

Теорема о потоке магнитного поля. Поток вектора маг-
нитного поля через границу всякой ограниченной области равен
нулю.

Пусть r(s) — векторно–параме-
трическое уравнение некоторой за-
мкнутой пространственной кривой
Γ, которая является краем неко-
торой незамкнутой поверхности S,
т. е. Γ = ∂S. Незамкнутость по-
верхности S означает, что S и Γ не
пересекаются. Через S обозначим
замыкание поверхности S. Тогда
S = S ∪ Γ. Считая s натураль-

Рис. 8.1

Γ

n

S
n

n

ным параметром на Γ, определим
циркуляцию электрического и маг-

нитного полей в виде следующих контурных интегралов:

e =

∮

Γ

〈
E, τ

〉
ds, h =

∮

Γ

〈
H, τ

〉
ds.(8.12)
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Подстановка (3.5) в (8.12) и смена порядка интегрирования в
получившемся повторном интеграле дает

(8.13) e =

∫
ρ(r̃)

∮

Γ

〈
r(s) − r̃, τ (s)

〉

|r(s) − r̃|3
ds d 3r̃.

Формула (8.12) приводит к необходимости рассмотрения
векторного поля (8.4). При r̃ 6∈ Γ, учитывая Γ = ∂S и ис-
пользуя формулу Стокса, контурный интеграл в (8.13) можно
преобразовать в поверхностный интеграл:

(8.14)

∮

Γ

〈
r(s) − r̃, τ (s)

〉

|r(s) − r̃|3
ds =

∫

S

〈
rotm, n

〉
dS = 0.

Значения интеграла (8.14) в точках r̃ ∈ Γ никакой роли не
играют, ибо при подстановке (8.14) в интеграл (8.13) такие
точки составляют множество меры нуль.

Равенство нулю интеграла (8.14) при r̃ 6∈ Γ вытекает из
rotm = 0, что проверяется непосредственным вычислением.
Наличие особенности в точке r = r̃ у поля (8.4) несущественно,
ибо поверхность S, границей которой служит контур Γ, можно
деформировать так, что r̃ 6∈ S. Результат подстановки (8.14) в
(8.13) можно записать в виде уравнения:

(8.15)

∮

∂S

〈
E, τ

〉
ds = 0.

Теорема о циркуляции электрического поля. Цирку-
ляция статического электрического поля вдоль границы любой
пленки равна нулю.

Формула типа (8.15) имеется и в случае магнитного поля:

(8.16)

∮

∂S

〈
H, τ

〉
ds =

4π

c

∫

S

〈
j, n

〉
dS.
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Соответствующая теорема о циркуляции формулируется так.

Теорема о циркуляции магнитного поля. Циркуляция
статического магнитного поля вдоль границы любой пленки
равна произведению 4π/c на суммарный ток, протекающий
сквозь пленку.

Интеграл по поверхности S входит теперь в правую часть
формулы (8.16) явно. Поэтому эта поверхность, натянутая на
контур Γ, фиксирована. Она не подлежит деформации, как
это было при доказательстве теоремы о циркуляции электри-
ческого поля. Рассмотрим ε-раздутие этой поверхности S. Это
область Ω(ε), являющаяся объединением всех ε-окрестностей
всех точек r ∈ S. Она содержит в себе поверхность S вместе с
контуром Γ. При ε→ 0 область Ω(ε) стягивается к S.

Обозначим через D(ε) = R3 \ Ω(ε) внешность области Ω(ε)
и рассмотрим следующую модификацию формулы (5.6) для
магнитного поля:

(8.17) H(r) = lim
ε→0

∫

D(ε)

1

c

[ j(r̃), r− r̃]

|r − r̃|3
d 3r̃.

Подставим (8.17) в интеграл (8.12) для циркуляции магнитного
поля и произведем смену порядка интегрирования в образовав-
шемся повторном интеграле. В результате этого получим

(8.18) h = lim
ε→0

∫

D(ε)

∮

Γ

1

c

〈
[ j(r̃), r(s) − r̃], τ (s)

〉

|r(s) − r̃|3
ds d 3r̃.

Во внутреннем интеграле в (8.18) мы имеем векторное поле
(8.8). В отличие от поля (8.4), ротор поля (8.8) не равен нулю:

(8.19) rotm =
3
〈
r− r̃, j

〉
(r− r̃) − |r− r̃|2 j

c |r− r̃|5
.
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Использование формулы Стокса и (8.19) позволяет преобразо-
вать контурный интеграл (8.18) в поверхностный:

∮

Γ

1

c

〈
[ j(r̃), r(s) − r̃], τ (s)

〉

|r(s) − r̃|3
ds =

=

∫

S

3
〈
r− r̃, j(r̃)

〉 〈
r− r̃, n(r)

〉
− |r− r̃|2

〈
j(r̃), n(r)

〉

c |r − r̃|5
dS.

Обозначим через m̃(r̃) векторное поле следующего вида:

m̃(r̃) =
3
〈
r̃− r, n(r)

〉
(r̃− r) − |r̃ − r|2 n(r)

c |r̃− r|5
.

В терминах поля m̃(r̃) формула для h записывается так:

h = lim
ε→0

∫

D(ε)

∫

S

〈
m̃(r̃), j(r̃)

〉
dS d 3r̃.

Поле m̃(r̃) в полученной формуле имеет кубическую особен-
ность ∼ |r̃ − r|−3 при r̃ = r. Такая особенность не является
интегрируемой в R3 (при интегрировании по d 3r̃). Именно
этим объясняется введение вспомогательной области D(ε) и
использование предельного перехода по ε→ 0.

Поменяем порядок интегрирования в полученном повторном
интеграле для h. Это приводит к следующей формуле:

∫

S

∫

D(ε)

〈
m̃(r̃), j(r̃)

〉
d 3r̃ dS =

∫

S

∫

D(ε)

〈
grad f(r̃), j(r̃)

〉
d 3r̃ dS,

поскольку поле m̃(r̃) оказывается градиентом функции f(r̃):

(8.20) f(r̃) = −

〈
r̃− r, n(r)

〉

c |r̃− r|3
.
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Функция f(r̃) стремится к нулю при r̃ → ∞. Предположим,
что плотность тока j(r̃) также стремится к нулю при r̃ → ∞.
Тогда в силу рассуждений, изложенных при доказательстве
леммы 7.1, с учетом формулы (7.1) объемный интеграл в полу-
ченной выше формуле можно преобразовать в поверхностный:

(8.21) h = lim
ε→0

∫

S

∫

∂D(ε)

f(r̃)
〈
j(r̃), ñ(r̃)

〉
dS̃ dS.

Поменяем порядок интегрирования в (8.21) и учтем совпадение
границ ∂D(ε) = ∂Ω(ε). Внешняя нормаль к ∂D(ε) совпадает
с внутренней нормалью к ∂Ω(ε). Учет этого обстоятельства и
подстановка явного вида функции (8.20) приводят к следую-
щему выражению для h:

(8.22) h = lim
ε→0

∫

∂Ω(ε)

〈
j(r̃), ñ(r̃)

〉

c

∫

S

〈
r̃− r, n(r)

〉

|r̃− r|3
dS dS̃.

Обозначим через V (r̃) внутренний интеграл из формулы (8.22):

(8.23) V (r̃) =

∫

S

〈
r̃− r, n(r)

〉

|r̃ − r|3
dS.

Интеграл (8.23) хорошо известен в математической физике. Он
называется потенциалом двойного слоя. Имеет место следую-
щая лемма, доказательство которой мы не приводим (см. в
книге [1]).

Лемма 8.1. Потенциал двойного слоя (8.23) является огра-
ниченной функцией в R3 \ S. Для всякой внутренней точки
r̃ ∈ S существуют односторонние пределы: внутренний предел
V−(r̃) при стремлении к точке r̃ вдоль вектора нормали n(r̃)
и внешний предел V+(r̃) при стремлении к этой точке против
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вектора нормали. При этом V+ −V− = 4π для всех точек r̃ ∈ S.

Для вычисления предела в
формуле (8.22) рассмотрим бо-
лее детально геометрию ε-раз-
дутия поверхности S. На ри-
сунке 8.2 изображен попереч-
ный разрез области Ω(ε) для
пленки S, изображенной на ри-
сунке 8.1. При достаточно ма-

Рис. 8.2

S0

S−

S

n

n S+

лых ε граница области Ω(ε) со-
стоит из трех фрагментов:

(8.24) ∂Ω(ε) = S0 ∪ S+ ∪ S−.

Фрагмент S0 является частью
ε-раздутия контура Γ = ∂S. Площадь этого фрагмента по-
верхности ∂Ω(ε) удовлетворяет соотношению

(8.25) S0 ∼ επL при ε→ 0,

где L — длина контура Γ. Фрагменты S+ и S− получаются в
результате нормального сдвига поверхности S на дистанцию ε
вдоль вектора нормали n и на ту же дистанцию в противопо-
ложном направлении.

Подстановка (8.24) в формулу (8.22) приводит к разделению
поверхностного интеграла по ∂Ω(ε) на три слагаемых. Для
первого из них в силу (8.25) и в силу ограниченности потенци-
ала двойного слоя и функции | j(r̃)| имеем

(8.26) lim
ε→0

∫

S0

V (r̃)

〈
j(r̃), ñ(r̃)

〉

c
dS̃ = 0.
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Для двух оставшихся слагаемых соответствующие пределы при
ε→ 0 также удается вычислить:

(8.27)

∫

S±

V (r̃)

〈
j(r̃), ñ(r̃)

〉

c
dS̃ −→ ±

∫

S

V±(r)

〈
j(r), n(r)

〉

c
dS.

Мы не намерены утомлять читателя доказательством формул
(8.24), (8.25) и (8.27), которые достаточно очевидны. Сумми-
руя (8.26) и (8.27) и учитывая при этом лемму 8.1, получаем

(8.28) h =
4π

c

∫

S

〈
j(r), n(r)

〉
dS.

Соотношение (8.28) завершает вывод формулы (8.16) и доказа-
тельство теоремы о циркуляции магнитного поля.

Упражнение 8.1. Проверьте соотношение div m = 0 для
векторных полей (8.4) и (8.8).

Упражнение 8.2. Проверьте соотношение (8.19) для век-
торного поля (8.8).

Упражнение 8.3. Вычислите grad f для функции (8.20).

§ 9. Дифференциальные уравнения

статического электромагнитного поля.

Резюмируем результаты предыдущего параграфа. В § 8 мы
вывели четыре интегральных уравнения для электрического
и магнитного полей. Их принято группировать в две пары.
Первая пара уравнений имеет нулевые правые части:

∫

∂Ω

〈
H, n

〉
dS = 0,

∮

∂S

〈
E, τ

〉
ds = 0.(9.1)
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Правые части уравнений во второй паре уже не равны нулю.
Они определяются конфигурацией зарядов и токов:

(9.2)

∫

∂Ω

〈
E, n

〉
dS = 4π

∫

Ω

ρ d 3r,

∮

∂S

〈
H, τ

〉
ds =

4π

c

∫

S

〈
j, n

〉
dS.

Пользуясь формулами Остроградского–Гаусса и Стокса, пре-
образуем поверхностные интегралы по ∂Ω в объемные, а кон-
турные интегралы по ∂S — в поверхностные. Тогда в силу
произвольности Ω и S интегральные уравнения (9.1) и (9.2)
можно преобразовать в дифференциальную форму:

div H = 0, rotE = 0,(9.3)

div E = 4πρ, rotH =
4π

c
j.(9.4)

Уравнения (9.3) и (9.4) следует дополнить условием стационар-
ности распределения зарядов и токов:

∂ρ

∂t
= 0,

∂j

∂t
= 0.(9.5)

Следствием (9.5) и закона сохранения заряда является соотно-
шение (7.1).

Система уравнений (9.3) и (9.4) есть полная система диффе-
ренциальных уравнений для описания статических электромаг-
нитных полей. При их решении функции ρ(r) и j(r) считаются
заданными или же к системе дописываются дополнительные
уравнения, связывающие ρ и j с E и H. Эти дополнитель-
ные уравнения обычно описывают состояние среды (напри-
мер, сплошная токопроводящая среда с электропроводностью
σ описывается уравнением j = σE).



ГЛАВА II

КЛАССИЧЕСКАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА

§ 1. Уравнения Максвелла.

Уравнения (9.3) и (9.4), выведенные в конце предыдущей
главы, описывают поля, соответствующие статическим распре-
делениям зарядов и токов. Они совершенно непригодны для
описания процесса переноса взаимодействия. Отметим, что по-
нятие поля было введено в рамках концепции близкодействия
именно в качестве объекта, осуществляющего передачу взаи-
модействия между зарядами и токами. Для статических полей
это свойство проявляется лишь в очень ограниченной форме,
когда мы разделяем взаимодействие зарядов и токов на два
процесса: создание поля зарядами и токами и воздействие это-
го поля на другие заряды и токи. Динамические свойства
самого поля при этом оставались за кадром.

Более точные уравнения, описывающие процесс передачи
электромагнитного взаимодействия в динамике, были предло-
жены Максвеллом. Они имеют вид:

div H = 0, rotE = −
1

c

∂H

∂t
,(1.1)

div E = 4πρ, rotH =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
.(1.2)

Нетрудно заметить, что уравнения (1.1) и (1.2) являются обоб-
щениями уравнений (9.3) и (9.4) из первой главы и получаются
из последних небольшой модификацией правых частей. По-
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добно уравнениям (9.3) и (9.4) из первой главы, уравнения
Максвелла могут быть записаны в интегральной форме:

∫

∂Ω

〈
H, n

〉
dS = 0,

∮

∂S

〈
E, τ

〉
ds = −

1

c

d

dt

∫

S

〈
H, n

〉
dS,

(1.3)

∫

∂Ω

〈
E, n

〉
dS = 4π

∫

Ω

ρ d3r,

∮

∂S

〈
H, τ

〉
ds =

4π

c

∫

S

〈
j, n

〉
dS +

1

c

d

dt

∫

S

〈
E, n

〉
dS.

(1.4)

Обратим внимание на контурный интеграл во втором урав-
нении (1.3). Точно такой же к интеграл содержится во втором
уравнении (1.4). Но циркуляция электрического поля

(1.5) e =

∮

∂S

〈
E, τ

〉
ds

обладает самостоятельным физическим смыслом (в отличие
от циркуляции магнитного поля). Если абстрактный кон-
тур Γ = ∂S в пространстве заменить конкретным кольцевым
проводником, то электрическое поле с ненулевой циркуляцией
приведет к возникновению электрического тока в контуре. Ве-
личина e из (1.5) называется электродвижущей силой (э.д.с.)
поля E в контуре. Наличие э.д.с. e 6= 0 в контуре имеет
тот же эффект, что и включение источника тока (батарейки)
с напряжением e в этот контур. В опыте это проявляется
так: переменное магнитное поле приводит к возникновению
электрического поля с ненулевой циркуляцией и наводит (ин-
дуцирует) электрический ток в кольцевом проводнике. Такое
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явление называется электромагнитной индукцией. Оно было
впервые обнаружено Фарадеем. Фарадей дал также количе-
ственное описание этого явления в виде следующего закона
индукции.

Закон электромагнитной индукции Фарадея. Э. д. с.
индукции в кольцевом проводнике пропорциональна скорости
изменения потока магнитного поля, охватываемого данным
контуром.

Закон индукции Фарадея подсказал Максвеллу выбор пра-
вой части во втором уравнении (1.1). Однако, похожее сла-
гаемое в правой части второго уравнения (1.2) было написано
Максвеллом уже чисто по аналогии. Последующие экспери-
менты и дальнейшее развитие техники полностью подтвердили
справедливость уравнений Максвелла.

Отметим, что закон сохранения заряда в форме соотноше-
ния (5.4) из предыдущей главы является следствием уравнений
Максвелла. Действительно, надо вычислить дивергенцию обе-
их частей второго уравнения (1.2):

div rotH =
4π

c
div j +

1

c

∂ div E

∂t
,

после чего воспользоваться тождеством div rotH = 0. Совмест-
но с первым уравнением (1.2) это в точности дает соотношение
(5.4) из первой главы.

Система уравнений (1.1) и (1.2) есть полная система урав-
нений для описания произвольных электромагнитных полей.
При их решении функции ρ(r, t) и j(r, t) следует считать за-
данными функциями или же определять их из уравнений,
описывающих среду. Тогда любая задача электродинамики,
по существу, сведется к некоторой краевой либо смешанной
(начально–краевой) задаче для уравнений Максвелла (возмож-
но, дополненных уравнениями среды). В данной главе мы
рассмотрим лишь некоторые очень специальные виды таких
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задач. Основная же наша цель — вывести некоторые важные
математические следствия из уравнений Максвелла и истолко-
вать их физическую природу.

§ 2. Плотность и поток энергии

электромагнитного поля.

Пусть в объемном проводнике течет ток с плотностью j и
пусть этот ток вызван перемещением частиц с зарядом q. Если
ν — число таких частиц в единице объема, а v — их скорость,
то j = q ν v. Напомним, что плотность тока — это заряд,
протекающий в единицу времени через единичную площадку
(см. § 5 главы I).

В электромагнитном поле на каждую частицу действует
сила Лоренца, определяемая по формуле (4.4) из предыдущей
главы. Работа этой силы, производимая в единицу времени
равна

〈
F, v

〉
= q
〈
E, v

〉
. Полная работа, производимая полем в

единице объема, получается умножением этой величины на ν,
тогда w = q ν

〈
E, v

〉
=
〈
E, j

〉
. Эта работа идет на увеличение

кинетической энергии частиц (частицы разгоняются полем).
Либо она идет на преодоление сил вязкого трения, которые
препятствуют движению частиц. В любом случае, полная
мощность, расходуемая электромагнитным полем в объеме Ω,
определяется следующим интегралом:

(2.1) W =

∫

Ω

〈
E, j

〉
d3r.

Преобразуем интеграл (2.1). Для этого выразим плотность
тока j через E и H, используя второе уравнение из (1.2):

(2.2) j =
c

4π
rotH−

1

4π

∂E

∂t
.



48 ГЛАВА I. КЛАССИЧЕСКАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА.

Подстановка соотношения (2.2) в интеграл (2.1) дает

(2.3) W =
c

4π

∫

Ω

〈
E, rotH

〉
d3r −

1

8π

∫

Ω

∂

∂t

〈
E, E

〉
d3r.

Для дальнейшего преобразования формулы (2.3) используем
известное тождество div [a, b] =

〈
b, rota

〉
−
〈
a, rotb

〉
. Полагая

a = H и b = E, для W получим

W =
c

4π

∫

Ω

div[H, E] d3r +
c

4π

∫

Ω

〈
H, rotE

〉
d3r−

d

dt

∫

Ω

|E|2

8π
d3r.

Первый интеграл в этом выражении преобразуем в поверхност-
ный по формуле Остроградского–Гаусса. Для rotE воспользу-
емся одним из уравнений Максвелла (1.1):

(2.4) W +

∫

∂Ω

c

4π

〈
[E, H], n

〉
dS +

d

dt

∫

Ω

|E|2 + |H|2

8π
d3r = 0.

Обозначим через S и ε векторное и скалярное поля вида

S =
c

4π
[E,H], ε =

|E|2 + |H|2

8π
.(2.5)

Величина ε из (2.5) называется плотностью энергии электро-
магнитного поля. Вектор S называется плотностью потока
энергии. Он известен еще как вектор Умова–Пойнтинга. При
такой интерпретации величин из (2.5) соотношение (2.4) можно
трактовать как уравнение баланса энергии. Первое слагаемое
называется мощностью рассеяния — это энергия, рассеиваемая
в единицу времени за счет передачи ее движущимся зарядам.
Второе слагаемое — это утечка энергии за пределы объема Ω.
Эти два вида потерь энергии компенсируются за счет умень-
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шения энергии, накопленной в самом электромагнитном поле
в объеме Ω (третье слагаемое).

Баланс энергии (2.4) можно переписать также и в диффе-
ренциальной форме, аналогичной формуле (5.4) из главы I:

(2.6)
∂ε

∂t
+ div S + w = 0.

Здесь w =
〈
E, j

〉
— плотность рассеиваемой энергии. Отметим,

что в некоторых случаях величина w и интеграл (2.1) могут
быть отрицательными. В этом случае происходит накачка
энергии в электромагнитное поле. Эта энергия затем рассе-
ивается через границы объема Ω. Такой процесс приводит к
излучению электромагнитных волн из объема Ω. Он реализу-
ется в антеннах радио и телевизионных передатчиков. Если
исключить (или сильно ограничить) утечку энергии из объема
Ω, то мы получим устройство типа СВЧ-печи, где электромаг-
нитное поле используется для передачи энергии от излучателя
к бифштексу.

Электромагнитное поле может аккумулировать и переда-
вать не только энергию, но и импульс. Для вывода уравнений
баланса импульса рассмотрим вновь ток с плотностью j, вы-
званный перемещением частиц заряда q со скоростью v. Пусть
ν — концентрация этих частиц — число частиц, приходящееся
на единицу объема. Тогда j = q ν v и ρ = q ν. Суммарная сила,
действующая на все частицы в объеме Ω дается интегралом

(2.7) F =

∫

Ω

ρE d3r +

∫

Ω

1

c
[ j, H] d3r.

Для вывода (2.7) достаточно умножить силу Лоренца, дей-
ствующую на отдельную частицу, на число частиц в единице
объема ν и проинтегрировать по объему Ω.

Силой F определяется количество импульса, передаваемое
электромагнитным полем частицам в объеме Ω. Интеграл (2.7)
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есть векторная величина. Для дальнейших преобразований
этого интеграла выберем некоторый константный единичный
вектор e и рассмотрим скалярное произведение

(2.8)
〈
F, e

〉
=

∫

Ω

ρ
〈
E, e

〉
d3r +

∫
1

c

〈
e, [ j, H]

〉
d3r.

Подставим (2.2) в (2.8). Это дает

(2.9)

〈
F, e

〉
=

∫

Ω

ρ
〈
E, e

〉
d3r +

1

4π

∫

Ω

〈
e, [rotH, H]

〉
d3r−

−
1

4π c

∫

Ω

〈
e, [∂E/∂t, H]

〉
d3r.

Пользуясь свойством смешанного произведения, произведем
циклическую перестановку сомножителей во втором интеграле
в (2.9). Кроме того, воспользуемся очевидным тождеством
[∂E/∂t, H] = ∂ [E, H] /∂t− [E, ∂H/∂t]. Это дает

〈
F, e

〉
=

∫

Ω

ρ
〈
E, e

〉
d3r +

1

4π

∫

Ω

〈
rotH, [H, e]

〉
d3r−

−
1

4π c

d

dt

∫

Ω

〈
e, [E, H]

〉
d3r +

1

4π c

∫

Ω

〈
e, [E, ∂H/∂t]

〉
d3r.

Воспользуемся вторым уравнением из системы (1.1) в форме
∂H/∂t = −c rotE. Тогда

(2.10)

〈
F, e

〉
+

d

dt

∫

Ω

〈
e, [E, H]

〉

4π c
d3r =

∫

Ω

ρ
〈
E, e

〉
d3r+

+

∫

Ω

〈
rot H, [H, e]

〉
+
〈
rot E, [E, e]

〉

4π
d3r.
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Для преобразования последних двух интегралов в (2.10) вос-
пользуемся следующими тремя тождествами, два из которых
мы уже использовали ранее:

(2.11)

[a, [b, c]] = b
〈
a, c

〉
− c

〈
a, b

〉
,

div [a, b] =
〈
b, rot a

〉
−
〈
a, rot b

〉
,

rot [a, b] = a div b − b div a − {a, b}.

Здесь фигурными скобками обозначен коммутатор векторных
полей a и b (см. в [2]). Традиционно для этого использу-
ются квадратные скобки, но у нас они обозначают векторное
произведение. Из второго тождества (2.11) выводим

〈
rotH, [H, e]

〉
= div [H, [H, e]] +

〈
H, rot [H, e]

〉
.

Для преобразования величины rot[H, e] используем третье
тождество (2.11): rot[H, e] = −e div H− {H, e}. Тогда

〈
H, rot [H, e]

〉
= −

〈
H, e

〉
div H +

3∑

i=1

Hi

3∑

j=1

ej ∂H
i

∂rj
=

= −
〈
H, e

〉
div H +

1

2

〈
e, grad |H|2

〉
.

Соединим два полученных соотношения и учтем первое тож-
дество (2.11) для преобразования двойного векторного произ-
ведения [H, [H, e]] в первом из них. Это дает

〈
rotH, [H, e]

〉
= div

(
H
〈
H, e

〉)
− div

(
e |H|2

)
−

−
〈
H, e

〉
div H +

1

2

〈
e, grad |H|2

〉
.
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Но div
(
e |H|2

)
=
〈
e, grad |H|2

〉
, поэтому окончательно имеем

(2.12)

〈
rotH, [H, e]

〉
= −

〈
H, e

〉
div H+

+ div

(
H
〈
H, e

〉
−

1

2
e |H|2

)
.

Точно такое же тождество можно вывести и для поля E:

(2.13)

〈
rotE, [E, e]

〉
= −

〈
E, e

〉
div E+

+ div

(
E
〈
E, e

〉
−

1

2
e |E|2

)
.

Разница состоит лишь в том, что в силу уравнений Максвелла
div H = 0, а дивергенция поля E отлична от нуля: div E = 4πρ.

Теперь, с учетом (2.12) и (2.13), формула (2.10) может быть
преобразована к следующему виду:

〈
F, e

〉
−

∫

∂Ω

〈
E, e

〉〈
n, E

〉
+
〈
H, e

〉〈
n, H

〉

4π
dS+

+

∫

∂Ω

(|E|2 + |H|2)
〈
e, n

〉

8π
dS +

d

dt

∫

Ω

〈
e, [E, H]

〉

4π c
d3r = 0.

Обозначим через σ линейный оператор, действие которого на
произвольный вектор e определяется соотношением

(2.14) σ e = −
E
〈
E, e

〉
+ H

〈
H, e

〉

4π
+

|E|2 + |H|2

8π
e.

Соотношение (2.14) задает тензорное поле σ валентности (1, 1)
с компонентами

(2.15) σi
j =

|E|2 + |H|2

8π
δi
j −

EiEj +HiHj

4π
.
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Тензор σ с компонентами (2.15) называется тензором плотно-
сти потока импульса. Его называют также тензором Макс-
велла. Теперь определим вектор плотности импульса p следу-
ющим соотношением:

(2.16) p =
[E, H]

4π c
.

С учетом сделанных обозначений (2.15) и (2.16) полученное
выше соотношение для

〈
F, e

〉
переписывается так:

(2.17)
〈
F, e

〉
+

∫

∂Ω

〈
σ e, n

〉
dS +

d

dt

∫

Ω

〈
p, e

〉
d3r = 0.

Оператор плотности потока импульса σ симметричен, т.е. вы-
полнено соотношение

〈
σ e, n

〉
=
〈
e, σ n

〉
. Это свойство и про-

извольность e позволяют переписать (2.17) в векторном виде:

(2.18) F +

∫

∂Ω

σ n dS +
d

dt

∫

Ω

p d3r = 0.

Уравнение (2.18) есть уравнение баланса импульса для элек-
тромагнитного поля. Сила F, определяемая соотношением
(2.7), — это рассеяние импульса поля за счет передачи его
движущимся частицам. Второе слагаемое — расход импульса
за счет его оттока через границы объема Ω. Эти потери им-
пульса компенсируются за счет импульса, накопленного самим
полем. Соотношение (2.18) можно переписать и в дифференци-
альной форме. Для этого мы должны определить векторную
дивергенцию тензорного поля σ типа (1, 1). Пусть

(2.19) µ = div σ, где µj =

3∑

i=1

∂σi
j

∂ri
.
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Дифференциальная форма соотношения (2.18) имеет вид

(2.20)
∂p

∂t
+ div σ + f = 0,

где f = ρE + [ j, H]/c — плотность силы Лоренца, а векторная
дивергенция определена согласно (2.19).

Таким образом, электромагнитное поле способно аккумули-
ровать в себе энергию и импульс:

E =

∫

Ω

|E|2 + |H|2

8π
d3r, P =

∫

Ω

[E, H]

4π c
d3r,(2.21)

а также передавать энергию и импульс материальным телам.
Это еще раз подтверждает сделанное ранее утверждение о
материальности электромагнитного поля. Электромагнитное
поле не просто математическая абстракция, удобная для опи-
сания взаимодействия зарядов и токов, а реальный физический
объект.

Упражнение 2.1. Убедитесь в справедливости соотноше-
ний (2.11). Проверьте вывод (2.12) и (2.13).

§ 3. Векторный и скалярный

потенциалы электромагнитного поля.

В параграфе 2 мы вывели факт существования энергии и
импульса электромагнитного поля (2.21), что является важным
следствием уравнений Максвелла (1.1) и (1.2). Однако, мы еще
не исследовали сами эти уравнения. Уравнения Максвелла —
это система из четырех уравнений, два из которых скалярные,
а два других — векторные. Общее число уравнений — восемь.
Число неизвестных функций — шесть. Это три компоненты
вектора E и три компоненты вектора H. Налицо некоторая
избыточность уравнений.
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Один из методов решения систем алгебраических уравнений
состоит в следующем: используя одно из уравнений (наиболее
простое), выражают одну из неизвестных через другие и под-
ставляют полученное выражение в другие уравнения. Проис-
ходит исключение одной неизвестной и сокращение числа урав-
нений в системе. Иногда такой прием срабатывает и в случае
систем дифференциальных уравнений. Рассмотрим уравнение
Максвелла div H = 0. Векторное поле с нулевой дивергенци-
ей называется вихревым. Для вихревых полей справедлива
следующая теорема (доказательство см. в книге [3]).

Теорема о вихревом поле. Всякое вихревое векторное по-
ле является ротором некоторого другого векторного поля.

Запишем утверждение этой теоремы применительно к маг-
нитному полю H. Оно дается следующим соотношением:

(3.1) H = rotA.

Векторное поле A, существование которого гарантирует сфор-
мулированная выше теорема, называется векторным потенциа-
лом электромагнитного поля.

Подставим поле H в форме (3.1) во второе уравнение Макс-
велла (1.1). Это дает

(3.2) rotE +
1

c

∂

∂t
rotA = rot

(
E +

1

c

∂A

∂t

)
= 0.

Векторное поле с нулевым ротором называется потенциаль-
ным. Именно таким является поле E + (∂A/∂t)/c из (3.2).
Потенциальные поля описываются следующей теоремой (дока-
зательство см. в книге [3]).

Теорема о потенциальном поле. Всякое потенциальное
векторное поле является градиентом некоторого скалярного
поля.



56 ГЛАВА I. КЛАССИЧЕСКАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА.

Применив эту теорему к векторному полю из (3.2), мы по-
лучим соотношение, определяющее скалярный потенциал элек-
тромагнитного поля ϕ:

(3.3) E +
1

c

∂A

∂t
= − gradϕ.

Объединив (3.1) и (3.3), мы можем выразить электрическое и
магнитное поля E и H через поля A и ϕ:

(3.4)
E = − gradϕ−

1

c

∂A

∂t
,

H = rotA.

При подстановке (3.4) первая пара уравнений Максвелла
(1.1) оказывается выполненной. Подстановка (3.4) во вторую
пару уравнений Максвелла дает

(3.5)
−4ϕ−

1

c

∂

∂t
div A = 4π ρ,

grad div A−4A +
1

c

∂

∂t
gradϕ+

1

c2
∂2A

∂t2
=

4π j

c
.

При выводе (3.5) мы воспользовались соотношениями

(3.6)
div gradϕ = 4ϕ,

rot rotA = graddiv A−4A.

Дифференциальный оператор второго порядка 4 — это опе-
ратор Лапласа (или лапласиан). В декартовой прямоугольной
системе координат он определяется соотношением

(3.7) 4 =

3∑

i=1

(
∂

∂ri

)2

=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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С целью некоторого упрощения вида уравнений (3.5) произ-
ведем перегруппировку слагаемых в них:

(3.8)

1

c2
∂2ϕ

∂t2
−4ϕ = 4π ρ+

1

c

∂

∂t

(
1

c

∂ϕ

∂t
+ div A

)
,

1

c2
∂2A

∂t2
−4A =

4π j

c
− grad

(
1

c

∂ϕ

∂t
+ div A

)
.

Уравнения (3.8) представляют собой запись уравнений Макс-
велла в переменных A и ϕ. Это система из двух уравнений,
одно из которых скалярное, а другое — векторное. Как ви-
дим, число уравнений и число неизвестных функций теперь
совпадает.

§ 4. Калибровочные преобразования

и лоренцева калибровка.

Векторный и скалярный потенциалы A и ϕ были введены в
§ 3 взамен электрического и магнитного полей E и H. Но поля
A и ϕ не являются физическими полями. Физические поля E

и H выражаются через A и ϕ согласно (3.4), но сами поля A и
ϕ определяются полями E и H неоднозначно. Действительно,
рассмотрим преобразование

(4.1)
Ã = A + gradψ,

ϕ̃ = ϕ−
1

c

∂ψ

∂t
,

где ψ(r, t) — произвольная функция. Подставив (4.1) в форму-
лу (3.4), мы получим

Ẽ = E, H̃ = H.

То есть физические поля E, H, определяемые полями Ã, ϕ̃
и полями A, ϕ, совпадают. Преобразование (4.1), не меня-
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ющее физических полей E и H, называется калибровочным
преобразованием.

Воспользуемся калибровочным преобразованием (4.1) для
упрощения уравнений Максвелла (3.8). Рассмотрим величину,
фигурирующую в скобках в правой части уравнений (3.8):

(4.2)
1

c

∂ϕ

∂t
+ div A =

1

c

∂ϕ̃

∂t
+ div Ã +

(
1

c2
∂2ψ

∂t2
−4ψ

)
.

Обозначим через � следующий дифференциальный оператор:

(4.3) � =
1

c2
∂2

∂t2
−4.

Оператор (4.3) называется оператором Даламбера или волно-
вым оператором. Уравнение �u = v называется уравнением
Даламбера.

Пользуясь калибровочным произволом (4.1), добьемся вы-
полнения следующего условия:

(4.4)
1

c

∂ϕ

∂t
+ div A = 0.

Для осуществления этого мы должны выбрать функцию ψ,
решив уравнение Даламбера

�ψ = −

(
1

c

∂ϕ̃

∂t
+ div Ã

)
.

Известно, что уравнение Даламбера разрешимо при достаточ-
но слабых ограничениях на его правую часть (см. книгу
[1]). Следовательно, мы можем выполнить соотношение (4.4)
практически всегда. Это соотношение называется лоренцевой
калибровкой.

В случае выполнения условия лоренцевой калибровки (4.4)
уравнения Максвелла (3.8) выглядят наиболее просто:

�ϕ = 4π ρ, �A =
4π j

c
.(4.5)
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Они принимают вид пары уравнений Даламбера (4.5). Однако,
нельзя считать, что переменные A и ϕ в (4.5) полностью раз-
делились. Само условие лоренцевой калибровки (4.4) является
дополнительным уравнением, накладывающим требование со-
гласованного выбора решений уравнений Даламбера (4.5).

Оператор Даламбера (4.3) является скалярным оператором,
(в (4.5) он действует отдельно на каждую компоненту вектора
A). Поэтому оператор � перестановочен с операцией вычисле-
ния ротора и с дифференцированием по времени. Отсюда на
основе соотношений (3.4) выводим

�E = −4π grad ρ−
4π

c2
∂j

∂t
, �H =

4π

c
rot j.(4.6)

Уравнения (4.6) не содержат потенциалов A и ϕ. Они за-
писаны относительно реальных физических полей E и H и
являются дифференциальными следствиями уравнений Макс-
велла (1.1) и (1.2), однако, обратно уравнения Максвелла из
них не вытекают.

§ 5. Электромагнитные волны.

В предыдущей главе мы рассматривали статические элек-
тромагнитные поля. Такие поля однозначно определяются

статическим распределением
зарядов и токов (см. формулы
(3.5) и (5.6) из главы 1). Они
не могут существовать при пол-
ном отсутствии зарядов и то-
ков. Однако, как мы сейчас
увидим, уравнения Максвелла
имеют ненулевые решения и
при тождественно нулевых за-
рядах и токах. Рассмотрим од-
но из таких решений. Выберем

Рис. 5.1

z

H0

xkA0

E0

y
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правоориентированную прямоугольную декартову систему ко-
ординат. Направим вектор k вдоль оси OX, вектор A0 —
вдоль оси OY и рассмотрим следующие две функции:

A = A0 sin(k x− ω t), ϕ = 0.(5.1)

Здесь k = |k|. Положим ρ = 0 и j = 0. После этого подстановка
(5.1) в уравнение лоренцевой калибровки (4.4) и в уравнения
Максвелла (4.5) дает

(5.2) k2 = |k|2 =
ω

c
.

Условию (5.2) нетрудно удовлетворить. Соответствующие по-
тенциалы (5.1) описывают плоскую электромагнитную волну,
ω — частота волны, k — ее волновой вектор, определяющий
направление распространения волны. Нетрудно найти также и
скорость распространения волны. Переписав (5.1) в несколько
видоизмененной форме

(5.3) A = A0 sin(k(x − c t)),

видим, что скорость распространения электромагнитных волн
совпадает с константой c (см. (1.5) из главы I).

Теперь подставим (5.1) в (3.4) и вычислим электрическое и
магнитное поля в электромагнитной волне:

E = E0 cos(k x− ω t), E0 = |k|A0,

H = H0 cos(k x− ω t), H0 = [k,A0],(5.4)

|E0| = |H0| = |k| |A0|.

Векторы k, E0 и H0 ортогональны друг другу и образуют пра-
вую тройку. Волна (5.4) с такими векторами называется плос-
кой линейно поляризованной электромагнитной волной. Век-
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тор E0 принято считать вектором поляризации волны. Волна

E = E0 cos(k x− ω t) + H0 sin(k x− ω t),

H = H0 cos(k x− ω t) −E0 sin(k x− ω t)

называется поляризованной по кругу. Она есть суперпозиция
двух линейно поляризованных волн. Естественный видимый
свет есть также электромагнитная волна. Выделенного на-
правления поляризации в нем нет, но его поляризацию нельзя
считать круговой. Это суперпозиция большого количества
плоских линейно поляризованных волн с хаотически разбро-
санными поляризациями.

§ 6. Излучение электромагнитных волн.

Неограниченная плоская волна (5.4), заполняющая все про-
странство, очевидно, является некоторой идеализацией. Реаль-
ные электромагнитные волны заполняют лишь определенную
часть пространства. Кроме того, они не существуют неогра-
ниченно долго: имеются источники (излучатели) и поглотите-
ли электромагнитных волн. Формула (5.4) может описывать
реальную электромагнитную волну лишь приближенно: в об-
ласти пространства, удаленной от излучателей и при полном
отсутствии поглощения.

В данном параграфе мы рассмотрим процесс генерации (из-
лучения) электромагнитных волн. Излучатель — это обычно
система зарядов и токов, которая уже не является статической.
Зададим ее функциями ρ(r, t), j(r, t) и рассмотрим уравнения
Максвелла в форме (4.5). Это линейные неоднородные диф-
ференциальные уравнения. Их решения определены неодно-
значно: к любому уже найденному решению можно добавить
произвольное решение соответствующего однородного уравне-
ния. Однако, если считать функции ρ(r, t) и j(r, t) убывающи-
ми при r → ∞ и наложить аналогичное условие на ϕ(r, t) и
A(r, t), то можно существенно ограничить произвол в выборе
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решения уравнений (4.5). Для нахождения одного из таких ре-
шений нам потребуется фундаментальное решение оператора
Даламбера. Это обобщенная функция вида

(6.1) u(r, t) =
c

2π
θ(t) δ(c2t2 − |r|2),

где θ и δ — это функция Хэвисайда и δ-функция Дирака
соответственно. Функция (6.1) удовлетворяет уравнению Да-
ламбера с обобщенной правой частью:

�u = δ(t)δ(r).

В физике такие объекты часто называют функциями Грина.
Зная фундаментальное решение (6.1) оператора Даламбера,
мы можем выписать решение уравнений (4.5) в виде сверток:

ϕ = 4π u ∗ ρ, A =
4π

c
u ∗ j,(6.2)

(см. [1]). В силу свойств свертки (см. там же) из условия со-
хранения заряда (формула (5.4) из главы I) вытекает условие
лоренцевой калибровки (4.4) для потенциалов (6.2). Для глад-
ких и достаточно быстро убывающих функций ρ(r, t) и j(r, t)
свертки (6.2) сводятся к следующим интегралам:

(6.3)

ϕ(r, t) =

∫
ρ(r̃, t− τ )

|r− r̃|
d3r̃,

A(r, t) =

∫
j(r̃, t− τ )

c |r− r̃|
d3r̃.

Здесь величина τ = τ (r, r̃) называется временем запаздывания
и определяется отношением τ = |r − r̃|/c. Сами потенциалы
(6.3) называются запаздывающими потенциалами.
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Запаздывающие потенциалы (6.3) имеют прозрачную физи-
ческую интерпретацию. Скалярный потенциал ϕ в точке r в
момент времени t есть суперпозиция вкладов, порождаемых
зарядами в различных точках пространства, причем вклад от
точки r̃ определяется плотностью заряда не в момент времени
t, а в предшествующий момент времени t − τ . Временное за-
паздывание τ в точности равно интервалу времени, за которое
сигнал, распространяясь со скоростью света c, передается из
точки r̃ в точку r. Аналогичное запаздывание заложено и в
формулу для векторного потенциала A.

Отметим, что фундаментальное решение уравнения Далам-
бера не единственно. Имеется, например, фундаментальное
решение, отличающееся от (6.1) сменой τ на −τ . Такому
фундаментальному решению соответствуют опережающие по-
тенциалы. Однако, с точки зрения физики опережающие
потенциалы не имеют смысла, ибо они нарушают принцип
причинности.

Рассмотрим систему зарядов, сосредоточенную в некоторой
малой окрестности Ω начала координат. Пусть R максималь-
ный линейный размер области Ω. Пользуясь формулами (6.3)
вычислим электромагнитное поле системы зарядов в точке r

на большом удалении от области Ω, т.е. |r̃| ≤ R� |r|. Тогда

(6.4)

|r− r̃| = |r| −

〈
r, r̃
〉

|r|
+ . . . ,

t− τ = t−
|r|

c
+

〈
r, r̃
〉

|r| c
+ . . . .

Отношение |r|/c в (6.4) определяет время распространения
электромагнитного возмущения от области Ω до точки на-
блюдения |r|. Следующие слагаемые имеют порядок мало-
сти, оцениваемый величиной R/c. Это время распространения
электромагнитного сигнала в пределах области Ω.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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Обозначим t′ = t − |r|/c и положим t − τ = t′ + θ. Для
величины θ имеется оценка |θ| ≤ R/c. Рассмотрим следующие
тейлоровские разложения:

(6.5)

ρ(r̃, t− τ ) = ρ(r̃, t′) +
∂ρ(r̃, t′)

∂t
θ + . . . ,

j(r̃, t− τ ) = j(r̃, t′) +
∂j(r̃, t′)

∂t
θ + . . . .

Условие R � |r| не обеспечивает правомочности разложений
(6.5). Использование разложений (6.5) для аппроксимации
ρ(r̃, t − τ ) и j(r̃, t − τ ) возможно только при некоторых до-
полнительных предположениях относительно этих функций.
Обозначим через T характерное время, за которое происходит
существенное изменение величин ρ и j в области Ω. В случае,
когда такое характерное время можно определить, следующие
группы величин имеют одинаковый порядок малости:

(6.6)

ρ ≈ T
∂ρ

∂t
≈ . . . ≈ Tn ∂

nρ

∂tn
,

j ≈ T
∂j

∂t
≈ . . . ≈ Tn ∂

nj

∂tn
.

Теперь (6.5) можно переписать в следующем виде:

(6.7)

ρ(r̃, t− τ ) = ρ(r̃, t′) + T
∂ρ(r̃, t′)

∂t

θ

T
+ . . . ,

j(r̃, t− τ ) = j(r̃, t′) + T
∂j(r̃, t′)

∂t

θ

T
+ . . . .

Корректность использования разложений (6.7) или (6.5) можно
обеспечить за счет дополнительного условия R/c � T . Это
дает θ/T � 1.

Условие R/c� T имеет простой физический смысл: величи-
на ω = 2π/T — это характерная частота излучаемых электро-
магнитных волн, а λ = 2πc/ω = c T — это характерная длина
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таких волн. Условие R/c� T означает, что характерная длина
излучаемых волн существенно больше размеров излучателя.

Пусть условия R � c T и R � |r| выполнены. Вычислим
векторный потенциал A из (6.3), ограничившись первым сла-
гаемым в разложении (6.5):

(6.8) A =

∫

Ω

j(r̃, t′)

|r| c
d3r̃ + . . . .

Для преобразования интеграла в (6.8) выберем произвольный
константный вектор e и рассмотрим скалярное произведение〈
A, e

〉
. Определив вектор a и функцию f(r̃) соотношениями

a =
e

c|r|
= grad f, f(r̃) =

〈
a, r̃

〉
,

проделаем следующие вычисления, аналогичные вычислениям
(7.5) из первой главы:

(6.9)

∫

Ω

〈
j, grad f

〉
d3r̃ =

∫

Ω

div(f j) d3r̃−

∫

Ω

f div j d3r̃ =

=

∫

∂Ω

f
〈
j, n

〉
dS +

∫

Ω

f
∂ρ

∂t
d3r̃ =

∫

Ω

∂ρ(r̃, t′)

∂t

〈
e, r̃

〉

|r| c
d3r̃.

Для векторного потенциала A, ввиду произвольности вектора
e, из соотношения (6.9) выводим следующую формулу:

(6.10) A =

∫

Ω

∂ρ(r̃, t′)

∂t

r̃

|r| c
d3r̃ + . . . =

Ḋ

|r| c
+ . . . .

Здесь Ḋ = Ḋ(t′) — производная дипольного момента системы
зарядов в момент времени t′.
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Аналогичным образом, ограничившись лишь первыми сла-
гаемыми в разложениях (6.4) и (6.5), для скалярного потенци-
ала ϕ из (6.3) находим

(6.11) ϕ =

∫

Ω

ρ(r̃, t′)

|r|
d3r̃ + . . . =

Q

|r|
+ . . . ,

где Q — суммарный заряд в области Ω. Он не зависит от
времени, ибо область Ω изолирована и ток вне ее отсутствует.

Сравним подинтегральные выражения в (6.10) и (6.11) и
учтем шкалу масштабов (6.6). Это сравнение дает

|A| ≈
R

cT
ϕ.

Оценка R/(c T ) � 1, вытекающая из R � c T , означает, что
векторный потенциал вычислен с большей точностью, чем ска-
лярный. Значит, при вычислении ϕ необходимо учитывать
слагаемые следующего порядка малости в разложениях (6.4) и
(6.5). Сделав это, получаем

(6.12)

ϕ =
Q

|r|
+

∫

Ω

∂ρ(r̃, t′)

∂t

〈
r, r̃
〉

|r|2 c
d3r̃+

+

∫

Ω

ρ(r̃, t′)

|r|

〈
r, r̃
〉

|r|2
d3r̃ + . . . .

Вычислив интегралы в формуле (6.12), преобразуем ее к сле-
дующему виду:

(6.13) ϕ =
Q

|r|
+

〈
Ḋ, r

〉

|r|2 c
+

〈
D, r

〉

|r|3
+ . . . .

Потенциалы (6.10) и (6.13) — это запаздывающие потенциа-
лы системы зарядов в дипольном приближении. Зависимость



§ 6. ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН. 67

ρ и j от времени проявляется в них лишь в виде зависимости
дипольного момента D от t′. Рассмотрим асимптотику этих
потенциалов при r → ∞. Последнее слагаемое в (6.13) при
этом можно отбросить. Тогда

ϕ =
Q

|r|
+

〈
Ḋ, r

〉

|r|2 c
+ . . . , A =

Ḋ

|r| c
+ . . . .(6.14)

Теперь из формул (3.4) и (6.14) найдем асимптотику электри-
ческого и магнитного полей на большом расстоянии от системы
зарядов. При вычислении rotA и gradϕ учтем, что величи-
на t′ = t − |r|/c в аргументе Ḋ(t′) зависит от r. Именно эта
зависимость определяет главные члены в асимптотике E и H:

E =
[r, [r, D̈]]

|r|3 c2
+ . . . , H = −

[r, D̈]

|r|2 c2
+ . . . .(6.15)

Вектора E и H (точнее, главные члены в их асимптотике)
перпендикулярны друг другу и перпендикулярны вектору r.
Это напоминает ситуацию в плоской волне. Однако, в данном
случае мы имеем дело со сферической волной, исходящей из
начала координат, где находится область Ω. Напряженность
полей |E| ' |H| убывает как 1/|r|, что значительно медлен-
нее, чем в случае электростатического кулоновского поля. Из
формулы (2.5) можно найти плотность потока энергии, пере-
носимой волнами (6.15):

(6.16) S =
|[r, D̈]|2

4π |r|5 c3
r + . . . .

Для модуля вектора S имеем |S| ∼ 1/|r|2. Это значит, что пол-
ный поток энергии через сферу сколь угодно большого радиуса
отличен от нуля и мы имеем дело с реальным излучением элек-
тромагнитной энергии. Величина излучаемой энергии целиком
определяется второй производной дипольного момента. Поэто-
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му рассмотренный выше случай принято называть дипольным
приближением в теории излучения.

Упражнение 6.1. Пользуясь формулой (6.16), найдите уг-
ловое распределение интенсивности для дипольного излучения.
Найдите также полную интенсивность дипольного излучения.

Упражнение 6.2. Частица заряда q движется неограни-
ченно долго по окружности радиуса R с постоянной скоростью
v = ωR (ω — угловая скорость вращения). Найдите запаздыва-
ющие потенциалы и определите угловое распределение интен-
сивности электромагнитного излучения частицы. Вычислите
полную интенсивность такого (циклотронного) излучения.

Упражнение 6.3. Пусть плотность заряда ρ равна нулю, а
плотность тока j задается следующей обобщенной функцией:

(6.17) j(r, t) = −c [M(t), grad δ(r)]

(сравните с (7.16) из первой главы). Найдите запаздывающие
потенциалы (6.2) для (6.17). Найдите угловое распределение
интенсивности и полную интенсивность для такого (магнитно-
дипольного) излучения.



ГЛАВА III

СПЕЦИАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

§ 1. Преобразования Галилея.

Классическая электродинамика, основанная на уравнениях
Максвелла, стала первой серьезной полевой теорией. Она
прекрасно объяснила все наблюдаемые электромагнитные яв-
ления, предсказав существование электромагнитных волн, ко-
торые впоследствии были обнаружены и нашли повсеместное
практическое применение. Однако, с развитием этой теории
обнаружились и некоторые трудности. Оказалось, что она на-
ходится в серьезном конфликте с классическим принципом эк-
вивалентности состояний покоя и равномерного прямолинейно-
го движения. Этот принцип, формулировка которого восходит
к Галилею и Ньютону, гласит, что две декартовы инерциальные
системы координат, движущиеся равномерно и прямолинейно
друг относительно друга, совершенно равноправны. Все фи-
зические процессы в них происходят идентичным образом и
описываются одними и теми же законами.

Рассмотрим две такие инерциальные декартовы системы ко-
ординат (r, t) и (r̃, t̃). Пусть вторая движется относительно
первой со скоростью u, причем координатные оси этих двух
систем остаются параллельными в процессе движения. Связь
радиус-векторов точек можно задать в виде следующих преоб-
разований, известных как преобразования Галилея:

t = t̃, r = r̃ + u t̃.(1.1)
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Первое из соотношений (1.1) означает, что часы обеих систем
координат синхронизированы и всегда идут синхронно. Пусть
r̃(t̃) траектория некоторой материальной точки в системе ко-
ординат (r̃, t̃). Во первой системе координат эта же траектория
задается вектор-функцией r(t) = r̃(t̃)+ut̃. Дифференцируя это
соотношение и учитывая t̃ = t из (1.1), получим

∂r

∂t
=
∂r̃

∂t̃
+ u, v = ṽ + u.(1.2)

Последнее соотношение из (1.2) известно как классический за-
кон сложения скоростей. Дифференцируя (1.2) еще раз, най-
дем соотношение между ускорениями материальной точки в
этих двух системах координат:

∂2r

∂t2
=
∂2r̃

∂t̃2
, a = ã.(1.3)

Согласно второму закону Ньютона, ускорение материальной
точки определяется силой F, которая на нее действует, и ее
массой: ma = F. Из (1.3) в силу принципа эквивалентно-
сти заключаем, что сила F есть инвариант, не зависящий от
выбора инерциальной системы координат. Более точно это
изображается соотношением

(1.4) F(r̃ + ut̃, ṽ + u) = F̃(r̃, ṽ).

Рассмотрим теперь заряженную частицу c зарядом q, ко-
торая покоится в системе координат (r̃, t̃). В этой системе
координат она создает чисто кулоновское электростатическое
поле. В системе координат (r, t) эта же частица движет-
ся, следовательно, она должна создавать как электрическое,
так и магнитное поле. Описанная ситуация указывает на то,
что вектора E и H не являются инвариантами преобразова-
ний Галилея (1.1). Даже если в одной системе координат мы
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наблюдаем чисто электрическое поле, то в другой системе ко-
ординат следует ожидать присутствия обоих полей. Аналог
соотношений (1.4) будем искать в форме

(1.5)
E(r̃ + ut̃, t̃) = α(Ẽ(r̃, t̃), H̃(r̃, t̃),u),

H(r̃ + ut̃, t̃) = β(Ẽ(r̃, t̃), H̃(r̃, t̃),u).

В силу принципа суперпозиции, который выполнен в обоих
системах координат, функции α и β линейны и однородны по
Ẽ и H̃. Поэтому соотношение (1.5) перепишем в виде

(1.6)
E(r, t) = α1 Ẽ(r̃, t̃) + α2 H̃(r̃, t̃),

H(r, t) = β1 Ẽ(r̃, t̃) + β2 H̃(r̃, t̃),

где α1, α2, β1, β2 — некоторые линейные операторы, которые
зависят только от u. Вектора E и H определяют действие
электромагнитного поля на заряды, что проявляется в виде
силы Лоренца (см. формулу (4.4) из главы I). Подстановка
(1.6) в эту формулу и учет соотношений (1.2) и (1.4) дает

(1.7)
qα1 Ẽ + qα2 H̃ +

q

c
[ṽ + u, β1 Ẽ]+

+
q

c
[ṽ + u, β2 H̃] = qẼ +

q

c
[ṽ, H̃].

Соотношение (1.7) есть тождество с тремя произвольными па-
раметрами: ṽ, Ẽ, H̃. Поэтому мы можем приравнивать отдель-
но слагаемые, билинейные по ṽ и Ẽ. Это дает [ṽ, β1 Ẽ] = 0,
откуда сразу же имеем β1 = 0. Теперь приравняем слагаемые,
билинейные по ṽ и H̃, что дает [ṽ, β2 H̃] = [ṽ, H̃]. Отсюда
имеем β2 = 1. Остается рассмотреть слагаемые линейные по H̃

и Ẽ. Для операторов α1 и α2 это дает следующие формулы:

α2 H̃ = −
1

c
[u, H̃], α1 = 1.
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Теперь, подставив полученные выражения для операторов α1,
α2, β1, β2 в формулу (1.6), получаем соотношения

E = Ẽ −
1

c
[u, H̃], H = H̃.(1.8)

Соотношения (1.8) призваны дополнить преобразования Га-
лилея (1.1) в электродинамике. Однако, как мы сейчас увидим,
с этой миссией они не справляются. Для этого преобразуем
уравнения Максвелла, записанные в форме уравнений (1.1) и
(1.2) из главы II, в систему координат (r̃, t̃). Для частных
производных в силу преобразований (1.1) имеем

∂

∂ri
=

∂

∂r̃i
,

∂

∂t
=

∂

∂t̃
−

3∑

k=1

uk ∂

∂r̃k
.(1.9)

Теперь, объединяя (1.8) и (1.9), выводим

div H = div H̃,

div E = div Ẽ +
1

c

〈
u, rot H̃

〉
,

rotH = rot H̃

rotE = rot Ẽ +
1

c
{u, H̃} −

1

c
u div H̃,

∂H

∂t
=
∂H̃

∂t̃
− {u, H̃},

∂E

∂t
=
∂Ẽ

∂t̃
− {u, Ẽ} +

1

c
[u, {u, H̃}] −

1

c
[u, ∂H̃/∂t̃ ].

Здесь фигурными скобками обозначен коммутатор векторных
полей (см. [2]). При этом вектор u рассматривается как
константное векторное поле.
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При подстановке полученных выше соотношений в уравне-
ния Максвелла ограничимся случаем нулевых зарядов и токов
ρ = 0, j = 0. Это дает

div H̃ = 0,

div Ẽ = −
1

c

〈
u, rot H̃

〉
,

rot H̃ =
1

c

∂Ẽ

∂t̃
−

1

c
{u, Ẽ}+

+
1

c2
[u, {u, H̃}] −

1

c2
[u, ∂H̃/∂t̃ ],

rot Ẽ = −
1

c

∂H̃

∂t̃
.

Только два из выписанных уравнения совпадает с соответству-
ющими уравнениями Максвелла. Остальные два уравнения
содержат неустранимое вхождение вектора u.

Обнаруженное обстоятельство является весьма серьезным.
В конце девятнадцатого века оно поставило физиков перед
дилеммой, решение которой во многом определило дальнейшее
развитие физики в XX-ом веке. Действительно, предстояло
сделать выбор:

(1) признать, что уравнения Максвелла не инвариантны
относительно преобразований Галилея и требуют суще-
ствования некоторой выделенной инерциальной систе-
мы координат, в которой они имеют стандартный вид,
приведенный в самом начале второй главы;

(2) либо считать, что неверны сами формулы (1.1), а прин-
цип эквивалентности всех инерциальных систем отсчета
имеет иную реализацию.

Первый выбор привел к возникновению теории эфира. Со-
гласно этой теории, выделенная инерциальная система коор-
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динат связана с некоторой гипотетической материей — эфи-
ром. Эта материя не имеет ни массы, ни цвета, ни запаха.
Она заполняет все пространство и никак себя не проявля-
ет. Единственным ее предназначением является перенос элек-
тромагнитного взаимодействия. Указанные свойства эфира
представляются весьма необычными, что делает теорию эфи-
ра очень искусственной. В качестве компромиса эта теория
просуществовала некоторое время, но была опровергнута опы-
тами Майкельсона и Морли по измерению скорости Земли
относительно гипотетического эфира (опыты по обнаружению
эфирного ветра).

Второй выбор гораздо более радикальный. Действительно,
отказ от формулы (1.1) означает, по существу, отказ от всей
классической механики Ньютона. Несмотря на это, развитие
науки пошло именно по второму пути.

§ 2. Преобразования Лоренца.

Отказавшись от формулы (1.1), ее следует чем-то заменить.
Это было сделано Лоренцем. Следуя Лоренцу, заменим преоб-
разования Галилея (1.1) линейными преобразованиями общего
вида, связывающими (r, t) с (r̃, t̃):

ct = S0
0 ct̃+

3∑

k=1

S0
k r̃

k, ri = Si
0 ct̃+

3∑

k=1

Si
k r̃

k.(2.1)

Множитель c при t и при t̃ введен в (2.1) для согласования раз-
мерностей. После введения такого множителя все компоненты
матрицы S оказываются безразмерными величинами. Величи-
ну ct удобно обозначить через r0 и считать ее дополнительной
(четвертой) компонентой радиус–вектора:

(2.2) r0 = ct.
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Тогда два соотношения (2.1) можно объединить в одно:

(2.3) ri =

3∑

k=0

Si
k r̃

k.

Для обратимости преобразований (2.3) естественно считать,
что detS 6= 0. Пусть T = S−1. Тогда обратные преобразования
для (2.3) имеют вид

(2.4) r̃i =
3∑

k=0

T i
k r

k.

По структуре преобразования (2.3) и (2.4) совпадают с пре-
образования координат четырехмерного вектора при замене
базиса. Вскоре мы увидим, что такая интерпретация оказыва-
ется очень полезной.

Теперь задачу о выводе преобразований Лоренца можно
сформулировать как задачу о нахождении компонент матри-
цы S в (2.3). Единственное требование, которое мы должны
обеспечить — это инвариантность формы уравнений Максвел-
ла относительно преобразований (2.3) после дополнения их
преобразованиями для ρ, j, E и H.

Для начала ограничимся случаем отсутствия зарядов и то-
ков (ρ = 0, j = 0), а вместо самих уравнений Максвелла рас-
смотрим их дифференциальные следствия в форме уравнений
(4.6) из главы II:

�E = 0, �H = 0.(2.5)

Инвариантность уравнений (2.5) относительно преобразований
(2.3) и (2.4) является необходимым (но не достаточным) усло-
вием для инвариантности исходных уравнений Максвелла.
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Для дальнейшего нам потребуется следующая форма записи
оператора Даламбера, входящего в уравнения (2.5):

(2.6) � =
3∑

i=0

3∑

j=0

gij ∂

∂ri

∂

∂rj
.

Здесь через gij обозначены компоненты следующей матрицы:

(2.7) gij = gij =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 .

Нетрудно видеть, что обратная матрица gij для (2.7) имеет
точно такие же компоненты, т. е. gij = gij .

Из (2.3) и (2.4) вытекают следующие правила преобразова-
ния дифференциальных операторов первого порядка:

∂

∂ri
=

3∑

k=0

T k
i

∂

∂r̃k
,

∂

∂r̃i
=

3∑

k=0

Sk
i

∂

∂rk
.(2.8)

Подстановка (2.8) в формулу (2.6) для оператора Даламбера
приводит к соотношению

� =
3∑

p=0

3∑

q=0

g̃pq ∂

∂r̃p

∂

∂r̃q
,

где связь между матрицами gij и g̃pq определяется формулой

(2.9) g̃pq =

3∑

i=0

3∑

j=0

T p
i T

q
j g

ij .
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В терминах обратных матриц gpq и g̃pq соотношение (2.9) мож-
но переписать так:

(2.10) gij =
3∑

p=0

3∑

q=0

T p
i T

q
j g̃pq.

Теорема 2.1. При любом выборе операторных коэффици-
ентов α1, α2, β1 и β2 в формулах (1.6) условие сохранения вида
уравнений (2.5) при преобразованиях (2.3) и (2.4) эквивалентно
пропорциональности матриц g и g̃:

(2.11) g̃ij = λ gij .

Числовой множитель в формуле (2.11) выбирают равным
единице: λ = 1. В этом случае из (2.10) и (2.11) получаем

(2.12) gij =
3∑

p=0

3∑

q=0

T p
i T

q
j gpq.

В матричной форме соотношение (2.12) может быть переписано
следующим образом:

(2.13) T t g T = g.

Здесь g — матрица вида (2.7), а через T t обозначен результат
транспонирования матрицы T .

Определение 2.1. Матрица T , удовлетворяющая соотно-
шению (2.13), называется лоренцевской матрицей.

Нетрудно проверить, что совокупность лоренцевских матриц
образует группу. Эту группу принято обозначать O(1, 3). Она
называется матричной группой Лоренца.

Из соотношения (2.13) для лоренцевской матрицы получаем
(det T )2 = 1, следовательно, det T = ±1. Лоренцевские мат-

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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рицы с единичным детерминантом образуют группу SO(1, 3),
которую называют специальной группой Лоренца.

При i = j = 0 из соотношения (2.12) извлекается следующая
формула для компонент матрицы T :

(2.14) (T 0
0 )2 − (T 1

0 )2 − (T 2
0 )2 − (T 3

0 )2 = 1.

Немедленным следствием соотношения (2.14) является нера-
венство |T 0

0 | ≥ 1, следовательно, T 0
0 ≥ 1 или T 0

0 ≤ −1. Ло-
ренцевская матрица T , для которой T 0

0 ≥ 1, называется ор-
тохронной. Совокупность ортохронных лоренцевских матриц
образует ортохронную группу Лоренца O+(1, 3). Пересечение
SO+(1, 3) = SO(1, 3) ∩ O+(1, 3) называется специальной орто-
хронной группой Лоренца.

Упражнение 2.1. Считая преобразование (1.6), заданное
операторными коэффициентами α1, α2, β1 и β2, обратимым,
докажите теорему 2.1.

§ 3. Пространство Минковского.

В предыдущем параграфе мы показали, что всякая лорен-
цевская матрица из группы O(1, 3) определяет некоторое пре-
образование (2.1), сохраняющее вид уравнений электродинами-
ки (2.5). При выводе этого факта мы сделали обозначение (2.2)
и объединили пространство и время в единое четырехмерное
«пространство-время». Обозначим его через M . Пространство
M — основной объект в специальной теории относительности,
его точки называются событиями. Пространство событий M
оснащено квадратичной формой g сигнатуры (1, 3), которая
называется метрикой Минковского. При этом инерциальные
системы отсчета интерпретируются как декартовы системы ко-
ординат, в которых метрика Минковского имеет канонический
вид (2.7).
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Принцип эквивалентности. Все физические законы в
любых двух инерциальных системах отсчета записываются
одинаково.

Выберем некоторую инерциальную систему координат. Та-
кой выбор определяет разделение пространства событий M на
геометрическое пространство точек V и на время T :

(3.1) M = T ⊕ V.

Матрица метрики Минковского в выбранной системе коорди-
нат имеет канонический вид (2.7). Поэтому геометрическое
пространство V ортогонально оси времени относительно мет-
рики Минковского g. Cужение этой метрики на V является
отрицательно определенной квадратичной формой. После про-
стой смены знака мы получаем положительно определенную
квадратичную форму — это обычное евклидово скалярное про-
изведение в пространстве V .

Теперь рассмотрим вторую инерциальную систему коорди-
нат. Она определяет второе разложение M на пространство и
время, аналогичное разложению (3.1):

(3.2) M = T̃ ⊕ Ṽ .

Но оси времени T и T̃ в разложениях (3.1) и (3.2) в общем
случае не совпадают. Действительно, связь базисных векторов
двух выбранных систем отсчета определяется соотношением

(3.3) ẽi =
3∑

j=0

Sj
i ej ,

где S — лоренцевская матрица из (2.3). Для вектора ẽ0,
направленного вдоль оси времени T̃ , из (3.3) имеем

(3.4) ẽ0 = S0
0 e0 + S1

0 e1 + S2
0 e2 + S3

0 e3.
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В общем случае компоненты S1
0 , S2

0 и S3
0 в лоренцевской мат-

рице S отличны от нуля. Поэтому вектора ẽ0 и e0 неколлине-
арны, откуда T 6= T̃ .

Из несовпадения осей времени T 6= T̃ в двух инерциальных
системах отсчета вытекает также и несовпадение геометриче-
ских пространств: V 6= Ṽ . Это обстоятельство приводит к
весьма радикальному выводу с точки зрения его физической
интерпретации: наблюдатели в двух таких системах координат
наблюдают два разных трехмерных геометрических простран-
ства и имеют разный ход времени. Однако, в нашей повседнев-
ной жизни эта разница крайне мала и никак не проявляется.

Выясним, насколько различается ход времени в двух инер-
циальных системах отсчета. Из формул (2.4) получаем

(3.5) t̃ = T 0
0 t+

3∑

k=1

T 0
k

c
rk.

Пусть t→ +∞. Тогда, если лоренцевская матрица T ортохрон-
на, то T 0

0 > 0 и t̃ → +∞. Если же матрица T не ортохронна,
то из t → +∞ вытекает t̃→ −∞. Преобразования (2.4) c неор-
тохронными матрицами T инвертируют ход времени, перестав-
ляя местами прошлое и будущее. Включить в теорию такую
возможность было бы очень заманчиво. Однако, на данный
момент при построении теории относительности используется
более осторожный реалистический подход. Принято считать,
что две реальные физические инерциальные системы отсче-
та могут быть связаны только ортохронными лоренцевскими
матрицами из группы O+(1, 3).

Сужение группы допустимых лоренцевских матриц с O(1, 3)
до O+(1, 3), связано с наличием в пространстве событий до-
полнительной структуры, называемой поляризацией. Выберем
некоторую физическую инерциальную систему отсчета. Мет-
рика Минковского в такой системе отсчета задается матрицей
канонического вида (2.7). Рассмотрим скалярный квадрат че-
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тырехмерного вектора x в метрике Минковского:

(3.6) g(x, x) = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2.

В зависимости от значения g(x, x) вектора пространства M
разделяются на три множества:

(1) времениподобные вектора, для которых величина их
скалярного квадрата g(x, x) положительна;

(2) световые вектора, для которых g(x, x) = 0;
(3) пространственноподобные вектора, для которых вели-

чина g(x, x) отрицательна;

Координаты световых векторов удовлетворяют следующему
уравнению второго порядка:

(3.7) (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = 0.

Нетрудно видеть, что (3.7) — это уравнение конуса в четы-
рехмерном пространстве (см. классификацию квадрик в [4]).
Конус (3.7) называется световым конусом.

Пространственноподобные век-
тора заполняют внешность свето-
вого конуса, а времениподобные
вектора составляют его внутрен-
ность. Внутренность светового

Рис. 3.1

прошлое

будущее

конуса состоит из двух половин:
времениподобные вектора, для
которых x0 > 0 направлены в бу-
дущее, а остальные (те, для ко-
торых x0 < 0) направлены в про-
шлое. Вектор, направленный в
будущее, можно непрерывно де-
формировать в любой другой век-

тор, направленный в будущее. Но его нельзя непрерывной
деформацией перевести в вектор, направленный в прошлое,
ни разу не сделав пространственноподобным либо нулевым.
Поэтому говорят, что множество времениподобных векторов
состоит из двух связных компонент.



82 ГЛАВА III. ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

Определение 3.1. Геометрическая структура в простран-
стве M с метрикой Минковского, выделяющая одну из связных
компонент в множестве времениподобных векторов, называет-
ся поляризацией. При этом говорят, что выделенная компонен-
та указывает направление в будущее.

Пусть e0, e1, e2, e3 — ортонормированный базис в метрике
Минковского*. В пространстве M с поляризацией из всех
таких базисов мы можем рассмотреть лишь те, для которых
вектор временной оси e0 направлен в будущее. Тогда переход
из одного такого базиса в другой будет задаваться ортохронной
матрицей из группы O+(1, 3).

Определение 3.2. Четырехмерное аффинное простран-
ство M , оснащенное метрикой g сигнатуры (1, 3), а также ори-
ентацией** и поляризацией, называется пространством Мин-
ковского.

Согласно специальной теории относительности, простран-
ство Минковского, оснащенное ориентацией и поляризацией,
как раз и есть правильная математическая модель для про-
странства реальных физических событий. Теперь мы можем
дать строгое математическое определение инерциальной систе-
мы отсчета.

Определение 3.3. Ортонормированной правой инерциаль-
ной системой отсчета называется ортонормированная правая
система координат в пространстве Минковского, базисный век-
тор времени которой направлен в будущее.

Нетрудно проверить, что любые две инерциальные системы
отсчета из определения 3.3, связаны преобразованием Лоренца
с матрицей S из специальной ортохронной группы Лоренца

* т. е. базис, в котором метрика Минковского имеет вид (2.7).
** напомним, что ориентация — это геометрическая структура, разде-

ляющая базисы на правые и левые (см. [4]).
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SO+(1, 3). Выберем одну из таких систем отсчета и рассмот-
рим связанное с ней разложение (3.1). Ясно e0 ∈ T , а линейная
оболочка пространственных векторов e1, e2, e3 задает V . Вы-
брав ортонормированный базис e1, e2, e3 за эталон правого
базиса в V , мы оснащаем это трехмерное пространство ори-
ентацией. Это полностью согласуется с тем фактом, что гео-
метрическое пространство, которое мы ежедневно наблюдаем
вокруг себя, оснащено ориентацией, позволяющей различать
левое и правое.

Упражнение 3.1. По аналогии с определением 3.3 дайте
определение косоугольной инерциальной системы отсчета.

§ 4. Кинематика относительного движения.

Преобразования Галилея используются в механике для опи-
сания физических процессов с точки зрения двух наблюда-
телей, связанных с двумя инерциальными системами отсчета.
Преобразования Лоренца, которые мы вывели из условия инва-
риантности уравнений электродинамики (2.5), предназначены
для того же самого. Однако, это трудно увидеть непосред-
ственно из формул (2.3) и (2.4). Поэтому приведем их к виду,
более удобному для изучения их физической природы.

Фиксируем две инерциальные системы отсчета, связанные
преобразованием Лоренца (2.1). Первой соответствует орто-
нормированный правый базис e0, e1, e2, e3 в пространстве
Минковского и разложение (3.1), второй — базис ẽ0, ẽ1, ẽ2, ẽ3,
и разложение (3.2). Если оси времени T и T̃ параллельны,
то e0 = ẽ0 и лоренцевская матрица S в (2.3) редуцируется
к ортогональной матрице O ∈ SO(3), связывающей два про-
странственных ортонормированных правых базиса e1, e2, e3 и
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ẽ1, ẽ2, ẽ3. Она имеет следующий блочно-диагональный вид:

(4.1) S =




1 0 0 0

0 O1
1 O1

2 O1
3

0 O2
1 O2

2 O2
3

0 O3
1 O3

2 O3
3


 .

Таким образом, в случае T ‖ T̃ две инерциальные системы от-
счета отличаются лишь направлением пространственных осей
и не совершают никакого относительного движения.

Перейдем к случаю, когда T ∦ T̃ и e0 6= ẽ0. Обозначим через
H линейную оболочку векторов e0 и ẽ0, а через W обозначим
пересечение подпространств V и Ṽ из (3.1) и (3.2):

H = Span(e0, ẽ0), W = V ∩ Ṽ .(4.2)

Лемма 4.1. Двумерные подпространства H и W из (4.2) ор-
тогональны относительно метрики Минковского g. Они имеют
нулевое пересечение: H ∩W = {0}, а их прямая сумма есть все
пространство Минковского: H ⊕W = M .

Док-во. Подпространство H двумерно как линейная обо-
лочка двух неколлинеарных векторов. Каждое из подпро-
странств V и Ṽ трехмерно, причем V 6= Ṽ . Поэтому их
сумма V + Ṽ совпадает со всем пространством M , откуда
dim(V + Ṽ ) = 4. Из теоремы о размерности суммы и пересече-
ния подпространств (см. [4]) получаем

dim(W ) = dimV + dim Ṽ − dim(V + Ṽ ) = 3 + 3 − 4 = 2.

Для доказательства ортогональности подпространств H и
W воспользуемся ортогональностью T и V в разложении (3.1)
и ортогональностью T̃ и Ṽ в (3.2). Пусть y — произвольный
вектор из подпространства W , тогда y ∈ V , и из V ⊥ T
получаем y ⊥ e0. Аналогичным образом из y ∈ Ṽ получаем

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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y ⊥ ẽ0. Теперь из перпендикулярности y векторам e0 и ẽ0

вытекает перпендикулярность y их линейной оболочке: y ⊥ H .
В силу произвольности y ∈W имеем W ⊥ H .

Теперь докажем H ∩W = {0}. Рассмотрим произвольный
вектор x ∈ H ∩W . Из x ∈ H и x ∈ W в силу уже доказанной
перпендикулярности H и W получаем g(x,x) = 0. Но x ∈W ⊂
V , а сужение метрики Минковского на подпространство V
является знакоопределенной квадратичной формой сигнатуры
(0, 3). Поэтому из g(x,x) = 0 вытекает x = 0. Утверждение
H ∩W = {0} доказано.

Из зануления H ∩W = {0} заключаем, что сумма подпро-
странств H и W прямая и dim(H +W ) = 2 + 2 = 4. Следова-
тельно, H ⊕W = M . Лемма доказана. �

Вернемся теперь к рассмотрению двух инерциальных систем
отсчета с базисами e0, e1, e2, e3 и ẽ0, ẽ1, ẽ2, ẽ3. Для вектора
ẽ0 имеется разложение (3.4), которое запишем так:

(4.3) ẽ0 = S0
0 e0 + v.

Здесь v = S1
0 e1 + S2

0 e2 + S3
0 e3 ∈ V . Из ортохронности лорен-

цевской матрицы S и из ẽ0 6= e0 имеем

S0
0 > 1, v 6= 0.(4.4)

Для всякого числа a > 1 существует число α > 0, такое, что
a = ch(α). Применим это к числу S0

0 в разложении (4.3):

(4.5) S0
0 = ch(α).

Из (4.3), из (4.5) и из ортогональности векторов e0 и v относи-
тельно метрики Минковского получаем

1 = g(ẽ0, ẽ0) = (S0
0 )2 g(e0, e0) + g(v,v) = ch2(α) − |v|2.
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Из выписанного равенства для евклидовой длины вектора v из
подпространства V находим

(4.6) |v| = sh(α), где α > 0.

Заменим вектор v вектором единичной длины h1 = v/|v| и
перепишем соотношение (4.3) в виде

(4.7) ẽ0 = ch(α) e0 + sh(α)h1.

Из (4.7) видим, что h1 есть линейная комбинация векторов
e0 и ẽ0, т. е. h1 ∈ H . Но, кроме того, h1 ∈ V , поэтому
h1 ∈ V ∩ H . Вектора e0 и h1 ортогональны, они составляют
ортонормированный базис в пространстве H :

g(e0, e0) = 1, g(h1,h1) = −1.(4.8)

Из (4.8) немедленно следует, что сужение метрики Минковско-
го на подпространство H имеет сигнатуру (1, 1).

Рассмотрим еще один вектор из подпространства H . Опре-
делим его следующим соотношением:

(4.9) h̃1 = sh(α) e0 + ch(α)h1.

Нетрудно проверить, что вектора ẽ0 и h̃1 составляют еще один
ортонормированный базис в подпространстве H . Матрица
перехода, связывающая эти два базиса, имеет вид

(4.10) Sл =

(
ch(α) sh(α)

sh(α) ch(α)

)
.

Матрица (4.10) называется матрицей лоренцевского поворота
или лоренцевского буста.
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Имеется четырехмерный вариант матрицы (4.10). Дей-
ствительно, вектор h1 ∈ V перпендикулярен подпространству
W ⊂ V , поэтому имеет место разложение

V = Span(h1) ⊕W.

Выберем вектора h2 и h3, так, чтобы они образовывали ор-
тонормированный базис в подпространстве W и дополняли
вектор h1 до ортонормированного правого базиса в V . Тогда
четверка векторов e0, h1, h2 h3 составляет ортонормирован-
ный правый базис в M с вектором времени e0, направлен-
ным в будущее. Матрица, связывающая этот базис с базисом
ẽ0, h̃1, h2 h3, имеет следующий вид:

(4.11) Sл =




ch(α) sh(α) 0 0

sh(α) ch(α) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



.

Переход из базиса e0, e1, e2 e3 в базис e0, h1, h2 h3 осуществля-
ется матрицей вида (4.1). Это вытекает из факта совпадения
векторов времени e0 = e0. Точно так же переход из базиса
ẽ0, h̃1, h2 h3 в базис ẽ0, ẽ1, ẽ2 ẽ3 задается матрицей вида (4.1).
Полную же замену базиса e0, e1, e2 e3 на базис ẽ0, ẽ1, ẽ2 ẽ3

можно выполнить в три этапа.

Теорема 4.1. Всякая лоренцевская матрица S ∈ SO+(1, 3)
есть произведение трех матриц S = S1 Sл S2, одна из которых
Sл — это матрица лоренцевского поворота (4.11), а две другие
S1 и S2 — матрицы вида (4.1).

Для выяснения физического смысла преобразований Лорен-
ца рассмотрим сначала преобразование с матрицей вида (4.11).
Пусть ct = r0, r1, r2, r3 — координаты некоторого вектора
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r ∈ M в базисе e0, h1, h2, h3. Через ct̃ = r̃0, r̃1, r̃2, r̃3 обо-
значим координаты того же вектора в базисе ẽ0, h̃1, h2 h3.
Формула (2.3) в случае матрицы S вида (4.11) приводит к
следующим соотношениям:

(4.12)

t = ch(α) t̃ +
sh(α)

c
r̃1,

r1 = sh(α) c t̃ + ch(α) r̃1,

r2 = r̃2,

r3 = r̃3.

Пусть r̃1, r̃2, r̃3 — координаты радиус-вектора некоторой точки
A, которая неподвижна в инерциальной системе отсчета с ба-
зисом ẽ1, ẽ2, ẽ3. Тогда r̃1, r̃2, r̃3 — это константы, не зависящие
от времени t̃ в этой системе отсчета. После пересчета коор-
динат точки A в другую инерциальную систему отсчета, ее
координата r1 оказывается функцией параметра t̃. Используем
первое соотношение (4.12) для того, чтобы выразить параметр
t̃ через параметр t:

(4.13) t̃ =
t

ch(α)
−

th(α)

c
r̃1.

Подстановка (4.13) в оставшиеся три формулы (4.12) дает

(4.14)

r1 = r1(t) = c th(α) t + const,

r2 = r2(t) = const,

r3 = r3(t) = const .

Из (4.14) видим, что в этой системе отсчета точка A движется
с постоянной скоростью u = c th(α) в направлении первой
координатной оси.
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В отличие от параметра α в матрице (4.11), параметр u
имеет ясную физическую интерпретацию как величина отно-
сительной скорости одной системы координат относительно
другой. Выразим компоненты матрицы (4.11) через u:

ch(α) =
1√

1 −
u2

c2

, sh(α) =
u

c

1√
1 −

u2

c2

.

Подставив эти формулы в (4.12), получаем

t =

t̃+
u

c2
r̃1

√
1 −

u2

c2

, r1 =
ut̃+ r̃1√
1 −

u2

c2

,

(4.15)

r2 = r̃2, r3 = r̃3.

Обозначим на время через r и r̃ следующие трехмерные
вектора из подпространств V и Ṽ :

(4.16)
r = r1 h1 + r2 h2 + r3 h3,

r̃ = r̃1 h̃1 + r̃2 h2 + r̃3 h3.

Определим также линейное отображение θ : V → Ṽ , задав его
действие на базисные вектора:

θ(h1) = h̃1, θ(h2) = h2, θ(h3) = h3.

Отображение θ является изометрией, сохраняющей ориента-
цию, так как оно переводит ортонормированный правый базис
из V в такой же ортонормированный правый базис в про-
странстве Ṽ . Используя введенные обозначения формулы,
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преобразования (4.15) можно записать в векторном виде:

(4.17)

t =

t̃+

〈
θu, r̃

〉

c2√
1 −

|u|2

c2

,

θr =

θu t̃+

〈
θu, r̃

〉

|u|2
θu

√
1 −

|u|2

c2

+ r̃−

〈
θu, r̃

〉

|u|2
θu.

Здесь u = uh1 — вектор скорости второй системы отсчета
относительной первой. Формулы (4.17) не чувствительны к
выбору базисов в пространствах V и Ṽ . Поэтому они пригод-
ны как для описания преобразований Лоренца со специальной
матрицей (4.11), так и для описания произвольных преобразо-
ваний Лоренца с матрицей S = S1 Sл S2 (см. теорему 4.1).

Часто знак отображения θ, осуществляющего изоморфизм
подпространств V и Ṽ , в формулах (4.17) опускают:

(4.18)

t =

t̃+

〈
u, r̃

〉

c2√
1 −

|u|2

c2

,

r =

u t̃ +

〈
u, r̃

〉

|u|2
u

√
1 −

|u|2

c2

+ r̃ −

〈
u, r̃

〉

|u|2
u.

Формулы (4.18) соответствуют “условно трехмерному” пони-
манию преобразований Лоренца, когда вектора r и r̃ счита-
ются принадлежащими одному и тому же трехмерному ев-
клидовому пространству, а величины t и t̃ трактуются как
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скалярные параметры. Однако, согласно утвердившимся на
настоящий момент представлениям, четырехмерное простран-
ство Минковского есть физическая реальность, а не просто
математическая абстракция, удобная для сокращенной записи
формул (ср. (2.3) и (4.17)). При записи (4.17) и (4.18) в ком-
понентах мы должны раскладывать вектора r и u по базису
одной системы отсчета, а вектор r̃ — по базису другой системы
отсчета. При этом разница в записи между этими формулами
полностью исчезает.

Упражнение 4.1. Используя разложения (4.16) для векто-
ров r и r̃, выведите следующие формулы:

r̃1 =

〈
θu, r̃

〉

|u|
, r̃2 h2 + r̃3 h3 = r̃−

〈
θu, r̃

〉

|u|2
θu.

Соединив эти формулы с (4.15), выведите соотношения (4.17).

§ 5. Релятивистский закон сложения скоростей.

Первым следствием, которое мы получили из преобразова-
ний Галилея, был классический закон сложения скоростей:

(5.1) v = ṽ + u,

см. формулы (1.2). Заменив преобразования Галилея пре-
образованиями Лоренца, мы должны теперь вывести новый
релятивистский закон сложения скоростей. Термин “реляти-
вистский” происходит от английского слова “relative”, что зна-
чит “относительный”. Им обычно обозначают все, что касается
теории относительности.

Пусть вектор-функция r̃(t̃) описывает движение точки A в
инерциальной системе отсчета (r̃, t̃) и пусть эта система отсче-
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та движется со скоростью u относительно другой инерциаль-
ной системы отсчета (r, t). Для перехода в систему отсчета
(r, t) выполним преобразование Лоренца, заданное формулами
(4.18). Это определяет две функции:

(5.2)

t(t̃) =

t̃+

〈
u, r̃(t̃)

〉

c2√
1 −

|u|2

c2

,

r(t̃) =

u t̃+

〈
u, r̃(t̃)

〉

|u|2
u

√
1 −

|u|2

c2

+ r̃(t̃) −

〈
u, r̃(t̃)

〉

|u|2
u.

Вычислим производные функций (5.2):

(5.3)

dt

dt̃
=

1 +

〈
u, ṽ

〉

c2√
1 −

|u|2

c2

,

dr

dt̃
=

u +

〈
u, ṽ

〉

|u|2
u

√
1 −

|u|2

c2

+ ṽ −

〈
u, ṽ

〉

|u|2
u.

Здесь через ṽ обозначена скорость точки A в системе (r̃, t̃):

ṽ = ˙̃r(t̃) =
dr̃

dt̃
.

Аналогичным образом через v обозначим вектор скорости этой
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точки в системе (r, t). Для вычисления v из (5.3) разделим
одну производную на другую:

(5.4) v =
dr

dt
= ṙ(t) =

(
dr

dt̃

)/(
dt

dt̃

)
.

Подстановка (5.3) в (5.4) приводит к следующей формуле:

(5.5) v =

u +

〈
u, ṽ

〉

|u|2
u

1 +

〈
u, ṽ

〉

c2

+

ṽ −

〈
u, ṽ

〉

|u|2
u

1 +

〈
u, ṽ

〉

c2

√
1 −

|u|2

c2
.

Формула (5.5) и есть искомый релятивистский закон сложения
скоростей. Он заметно сложнее классического закона, выра-
женного формулой (5.1). Но в пределе малых скоростей |u| � c
формула (5.5) переходит в (5.1).

Упражнение 5.1. Выведите релятивистский закон сложе-
ния скоростей из формулы (4.17). Объясните возникающее от-
личие от формулы (5.5).

§ 6. Мировые линии и собственное время.

Движение точечного материального объекта в произвольной
инерциальной системе координат (r, t) описывается векторной
функцией r(t), где t — время, а r — трехмерный радиус-
вектор материальной точки. Четырехмерный радиус-вектор
этой точки имеет следующие компоненты:

(6.1) r0(t) = ct, r1(t), r2(t), r3(t).

Он задает в параметрическом виде некоторую линию в про-



94 ГЛАВА III. ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

странстве M , которая называется мировой линией материаль-
ной точки. Задание мировой линии полностью определяет
движение материальной точки. Продифференцировав четы-
рехмерный радиус-вектор (6.1) по параметру t, мы получим
четырехмерный касательный вектор мировой линии

(6.2) K = (c, ṙ1, ṙ2, ṙ3) = (c, v1, v2, v3).

Три последние компоненты этого вектора составляют трехмер-
ный вектор скорости материальной точки. Скорость большин-
ства материальных тел не превосходит скорости света |v| < c.
Применительно к вектору K из (6.2) это означает, что каса-
тельный вектор мировой линии времениподобен:

(6.3) g(K,K) = c2 − |v|2 > 0.

Определение 6.1. Гладкая кривая в пространстве Мин-
ковского называется времениподобной, если касательный век-
тор к этой кривой времениподобен в каждой ее точке.

Мировые линии большинства материальных тел временипо-
добны. Исключение составляют мировые линии фотонов (ча-
стиц света), а также мировые линии других частиц с нулевой
массой. Для них |v| = c, откуда получается g(K,K) = 0.

Мировые линии не имеют особых точек. Действительно,
даже в случае g(K,K) = 0 сам касательный вектор K в (6.2)
отличен от нуля, ибо K0 = c 6= 0.

Рассмотрим мировую линию материальной точки ненулевой
массы. Для нее выполнено условие (6.3), которое позволяет
ввести натуральную параметризацию на такой линии:

(6.4) s(t) =

t∫

t0

√
g(K,K) dt.
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Интеграл (6.4) задает инвариантный способ параметризации
мировых линий. Для любых двух точек A и B на заданной
мировой линии величина s(B) − s(A) не зависит от выбора
инерциальной системы отсчета, в которой вычисляется инте-
грал (6.4). Эта величина называется интервальной длиной
отрезка AB на мировой линии. Имеет место следующий факт.

Теорема 6.1. Отрезок, соединяющий концы гладкой време-
ниподобной кривой времениподобен, причем его интервальная
длина больше интервальной длины соответствующей дуги этой
кривой.

Пусть A и B два последовательных события в “жизни” ма-
териальной точки с ненулевой массой. Ответ на вопрос о том,
какой промежуток времени разделяет эти два события зависит
от выбора инерциальной системы отсчета, из которой мы на-
блюдаем за “жизнью” этой материальной точки. Такой ответ
на вопрос относителен. Однако, имеется инвариантно опре-
деленная величина, определяющая дистанцию между двумя
событиями на мировой линии:

(6.5) τ =
s(B) − s(A)

c
.

Величина τ в (6.5) называется интервалом собственного вре-
мени, разделяющим два события на мировой линии.

Понятие собственного времени определяет микролокальную
концепцию времени в теории относительности. Согласно этой
концепции, каждая материальная точка живет по собственным
часам и часы различных материальных точек синхронизирова-
ны лишь в самом грубом смысле — они отсчитывают время от
прошлого к будущему. Такая грубая синхронизация определя-
ется наличием поляризации в пространстве Минковского. Точ-
ная синхронизация часов возможна лишь при непосредствен-
ном соприкосновении материальных точек (когда их мировые
линии пересекаются). Однако, даже после такой синхрони-
зации при следующей встрече материальных точек их часы
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будут показывать разное время, что связано с разницей в их
“жизненном пути” в промежутке между встречами.

Понятие собственного времени наглядно иллюстрируется за-
дачей о близнецах, широко известной из научно–фантасти-
ческой литературы. Пусть один из близнецов садится в меж-
звездную ракету и отправляется в далекое путешествие, а дру-
гой остается на Земле. Который из них будет старше в момент
встречи после окончания этого путешествия?

Ответ: тот, который остался на Земле. Это объясняется сле-
дующим рассуждением. Мировые линии близнецов пересека-
ются дважды: до начала путешествия и после его завершения.
Оба пересечения происходят на Земле. Известно, что систе-
ма отсчета, связанная с Землей с большой точностью может
считаться инерциальной. Мировая линия близнеца, оставше-
гося на Земле в этой системе отсчета почти прямолинейна и
совпадает с осью времени. Мировая линия путешествующего
близнеца искривлена, сначала он ускоряется в момент набо-
ра скорости, достигает значительных скоростей, сравнимых с
c, затем тормозится у цели путешествия, после чего вновь
разгоняется и вновь тормозится на обратном пути. Согласно
теореме 6.1, интервальная длина криволинейной мировой ли-
нии, соединяющей два события, короче интервальной длины
прямолинейной мировой линии, соединяющей те же два со-
бытия. Следовательно, близнец оставшийся на Земле будет
старше.

Упражнение 6.1. Вспомните доказательство того, что ев-
клидова длина кривой, соединяющей две точки A и B, больше
длины отрезка AB. По аналогии с этим доказательством при-
думайте доказательство теоремы 6.1.

§ 7. Динамика материальной точки.

Движение материальной точки в теории относительности
описывается ее мировой линией в пространстве Минковского.
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Выберем натуральную параметризацию на мировой линии и
рассмотрим четырехмерный касательный вектор

(7.1) u(s) =
dr(s)

ds
,

где r(s) — четырехмерный радиус-вектор событий на мировой
линии. Вектор u в (7.1) называется вектором 4-скорости.
Он времениподобен и является единичным вектором в метрике
Минковского: g(u,u) = 1. Выбрав инерциальную систему
отсчета, мы можем выписать компоненты 4-скорости явно:

(7.2) u =
1√

c2 − |v|2

∥∥∥∥∥∥∥

c
v1

v2

v3

∥∥∥∥∥∥∥
.

Здесь v1, v2 и v3 — компоненты трехмерного вектора скоро-
сти v. Отметим, что компоненты u0, u1, u2 и u3 вектора
u являются безразмерными величинами. Это легко видеть из
(7.2). После умножения u на скаляр mc, имеющий размерность
импульса, мы получаем вектор 4-импульса

(7.3) p =
m√

1 −
|v|2

c2

∥∥∥∥∥∥∥

c
v1

v2

v3

∥∥∥∥∥∥∥

для материальной точки с массой m. Вектор p играет важную
в физике, ввиду того, что имеет место фундаментальный закон
природы: закон сохранения 4-импульса.

Закон сохранения импульса. Вектор 4-импульса мате-
риальной точки, не испытывающей внешнего воздействия, ос-
тается неизменным.
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В силу сформулированного закона для частицы, не испы-
тывающей внешнего воздействия, имеем p = const. Отсюда
u = const. Интегрируя уравнение (7.1), для r(s) получаем

r(s) = r0 + u s.

Вывод: при отсутствии внешних воздействий, материальная
точка движется равномерно и прямолинейно.

Внешние воздействия, приводящие к изменению, 4-импульса
материальной точки подразделяются на две категории:

(1) непрерывные;
(2) дискретные.

Непрерывные воздействия оказываются на материальную ча-
стицу внешними полями (одним или несколькими). Они при-
водят к искривлению мировой линии. В этом случае p 6= const.
Производная 4-импульса по натуральному параметру s на ми-
ровой линии называется вектором 4-силы:

(7.4)
dp

ds
= F(s).

Вектор 4-силы в (7.4) является количественной характери-
стикой воздействия внешних полей на материальную части-
цу. Он определяется как параметрами самой частицы, так
и характеристиками внешних полей в рассматриваемой точке
мировой линии. Из единичности вектора 4-скорости вытека-
ет g(p,p) = m2 c2. Дифференцируя это соотношение по s и
учитывая константность компонент матрицы (2.7), получаем

(7.5) g(u,F) = 0.

Соотношение (7.5) означает, что вектор 4-силы перпендикуля-
рен вектору 4-скорости в метрике Минковского, т. е. вектор
силы перпендикулярен мировой линии частицы.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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Выбрав некоторую инерциальную систему отсчета, мы мо-
жем заменить натуральный параметр s в (7.5) на параметр t,
имеющий смысл времени в выбранной системе отсчета. Тогда,
при учете (7.3), из векторного уравнения (7.4) выводим

(7.6)
dpi

dt
=
√
c2 − |v|2 F i, где i = 1, 2, 3.

Если обозначить через f трехмерный вектор с компонентами
f i =

√
c2 − |v|2 F i, то для трехмерного вектора импульса ча-

стицы из (7.6) вытекает уравнение

(7.7)
dp

dt
= f .

Уравнение (7.7) трактуется как релятивистский аналог второго
закона Ньютона. Вместо классической формулы p = mv для
связи вектора импульса с вектором скорости здесь имеет место
следующее соотношение:

(7.8) p =
mv√

1 −
|v|2

c2

.

Чтобы записать (7.8) в классическом виде, вводится величина

(7.9) mv =
m√

1 −
|v|2

c2

.

Константа m при этом называется массой покоя, а величина
(7.9) называется динамической массой движущейся частицы.
Теперь p = mv v, а второй закон Ньютона выглядит так:

(7.10) (mv v)′t = f .

Именно эти формулы (7.9) и (7.10) имеют в виду, когда гово-
рят, что масса в теории относительности зависит от скорости.
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Такая терминология представляется нам не очень удачной. В
дальнейшем мы, в основном, будем пользоваться четырехмер-
ным инвариантным уравнением (7.4) и, говоря о массе, будем
понимать массу покоя.

К категории дискретных внеш-
них воздействий на материаль-
ную частицу относят, ситуации,
приводящие к резкому скачкооб-
разному изменению ее 4-импуль-
са. Такие ситуации возникают
в процессах столкновения частиц,
а также при слиянии частиц и
при их распаде. Столкновению

Рис. 7.1

p2
pk

p1

p̃n

p̃1

p̃2

частиц соответствует точка про-
странства Минковского в которой
сходятся мировые линии двух или

нескольких частиц. После столкновения частицы могут про-
сто разлететься, но, если это молекулы реагирующих химиче-
ских веществ, то после столкновения образуются новые моле-
кулы продуктов химической реакции. Аналогичным образом,
при столкновении атомных ядер и элементарных частиц мо-
гут происходить ядерные реакции и процессы возникновения
новых элементарных частиц.

Рассмотрим процесс столкновения k частиц. Обозначим че-
рез p1, . . . ,pk их 4-импульсы на момент столкновения. Пусть
в процессе взаимодействия возникает n новых частиц с 4-
импульсами p̃1, . . . , p̃n. Если k = 1, то это процесс распада
частицы, а в случае n = 1 — процесс слияния частиц в одну.

Закон сохранения импульса. Суммарный 4-импульс ча-
стиц до взаимодействия равен суммарному 4-импульсу частиц
после взаимодействия:

(7.11)

k∑

i=1

pi =

n∑

i=1

p̃i.
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В качестве примера рассмотрим процесс лобового столкно-
вения двух одинаковых частиц массы m, приводящий приво-
дящий к их слиянию в одну частицу массы M . Пусть скорости
частиц равны по величине и направлены противоположно:

p1 =
m√

1 −
|v|2

c2

∥∥∥∥∥∥∥

c
v1

v2

v3

∥∥∥∥∥∥∥
, p2 =

m√
1 −

|v|2

c2

∥∥∥∥∥∥∥

c
−v1

−v2

−v3

∥∥∥∥∥∥∥
.

Для 4-импульса образовавшейся частицы имеем

p̃1 =
M√

1 −
|w|2

c2

∥∥∥∥∥∥∥

c
w1

w2

w3

∥∥∥∥∥∥∥
.

Применив закон сохранения 4-импульса (7.11) к этой ситуации,
получаем w = 0 и дополнительно

(7.12) M =
2m√

1 −
|v|2

c2

.

Из (7.12) видим, что масса покоя образовавшейся составной ча-
стицы больше, чем сумма масс покоя отдельных ее компонент:
M > m + m. Вывод: закон сохранения массы выполняется
лишь приближенно в случае малых скоростей |v| � c.

Умножим нулевую компоненту 4-импульса материальной ча-
стицы на c. Полученную величину, имеющую размерность
энергии, обозначим через E:

(7.13) E =
mc2√

1 −
|v|2

c2

.
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Величина (7.13) называется кинетической энергией движущей-
ся частицы. Записав соотношение (7.11) для нулевых компо-
нент 4-импульсов сталкивающихся частиц, мы получаем закон
сохранения энергии:

(7.14)

k∑

i=1

Ei =

n∑

i=1

Ẽi.

Таким образом, закон сохранения 4-импульса при столкнове-
ниях включает в себя одновременно закон сохранения трехмер-
ного импульса и закон сохранения энергии (7.14).

Заметим, что при v = 0 величина (7.13) не обращается в
ноль, а принимает значение

(7.15) E = mc2.

Эта величина называется энергией покоя материальной части-
цы. Формула (7.15) широко известна. Она отражает очень
важный факт, отсутствующий в классической физике, — это
взаимопревращаемость массы и энергии. Фактически, превра-
щение энергии в массу реализуется при слиянии частиц (см.
M > m + m в формуле (7.12)). Обратный процесс распада
частиц приводит к дефекту (уменьшению массы). Потерян-
ная масса реализуется в виде кинетической энергии частиц,
которые образуются при распаде. Возможно также и полное
превращение массы в энергию. Это происходит в процессе
аннигиляции при столкновении частиц с античастицами. Вы-
деляющаяся при аннигиляции очень большая энергия рассеи-
вается в виде жесткого электромагнитного излучения.

§ 8. Четырехмерная запись уравнений Максвелла.

Стартуя с уравнений электродинамики �E = 0 и �H = 0,
в предыдущих параграфах мы построили и описали преобра-
зования Лоренца, сохраняющие форму этих уравнений, дали
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геометрическую и физическую интерпретацию преобразовани-
ям Лоренца и даже описали динамику материальных точек
на базе новых релятивистских представлений о пространстве
и времени. Теперь настал момент для того, чтобы вспомнить,
что уравнения �E = 0 и �H = 0 являются лишь следствиями
уравнений Максвелла, и что для полноты картины необходимо
включить сами уравнения Максвелла в рамки релятивистского
формализма. Начнем со второй пары уравнений Максвелла,
содержащей заряды и токи (см. уравнения (1.2) во второй
главе). Слегка модифицируем их:

1

c

∂E

∂t
− rotH = −

4π

c
j, − div E = −4πρ,

после чего перепишем эти уравнения в компонентах, используя
символ Леви-Чивита для записи ротора (см. [3]):

(8.1)

∂Ep

∂r0
−

3∑

q=1

3∑

k=1

εpqk
∂Hk

∂rq
= −

4π

c
jp,

−
3∑

q=1

∂Eq

∂rq
= −4π ρ.

Здесь мы также использовали обозначение r0 = ct, ассоции-
рующее время с нулевой компонентой радиус-вектора в про-
странстве Минковского.

Использование символа Леви-Чивита позволяет построить
по компонентам вектора H кососимметрическую матрицу 3× 3
со следующими компонентами:

(8.2) F pq = −
3∑

k=1

εpqk H
k.
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Пользуясь (8.2), нетрудно выписать явный вид матрицы F :

(8.3) F pq =




0 −H3 H2

H3 0 −H1

−H2 H1 0



 .

Дополним матрицу (8.3) одним столбцом и одной строкой:

(8.4) F pq =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −H3 H2

E2 H3 0 −H1

E3 −H2 H1 0


 .

Добавленный столбец и добавленную строку в (8.4) условимся
индексировать нулем, т. е. p и q пробегают значения от 0 до 3.
Кроме того, дополним трехмерный вектор плотности тока еще
одной компонентой

(8.5) j0 = ρc.

Использование (8.4) и (8.5) позволяет переписать уравнения
Максвелла (8.1) в очень компактной четырехмерной форме:

(8.6)
3∑

q=0

∂F pq

∂rq
= −

4π

c
jp.

Теперь рассмотрим первую пару уравнений Максвелла (см.
уравнения (1.1) во второй главе). В компонентах они записы-
ваются следующим образом:

∂Hp

∂r0
+

3∑

q=1

3∑

k=1

εpqk
∂Ek

∂rq
= 0,

3∑

q=1

∂Hq

∂rq
= 0.(8.7)
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По структуре уравнения (8.7) сходны с уравнениями (8.1).
Однако, в них нет правых частей, имеется небольшое отличие
в знаках, и самое главное отличие — компоненты векторов E

и H в них поменялись местами. Для того, чтобы поменять
местами компоненты векторов E и H в матрице (8.4), нам
потребуется четырехмерный аналог символа Леви-Чивита:

εpqks = εpqks =





0, если среди чисел p, q, k и
s имеются совпадающие;

1, если числа (p q k s) обра-
зуют четную перестанов-

ку чисел (0 1 2 3);

−1, если числа (p q k s) обра-
зуют нечетную переста-

новку чисел (0 1 2 3).

Зададим матрицу G, определив ее компоненты формулой

(8.8) Gpq = −
1

2

3∑

k=0

3∑

s=0

3∑

m=0

3∑

n=0

εpqks gkm gsn F
mn.

Здесь g — матрица (2.7), определяющая метрику Минковского.
Матрицу G с компонентами (8.8) можно изобразить явно:

(8.9) Gpq =




0 −H1 −H2 −H3

H1 0 E3 −E2

H2 −E3 0 E1

H3 E2 −E1 0


 .

Строение матрицы (8.9) позволяет записать оставшиеся урав-

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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нения Максвелла (8.7) в компактной четырехмерной форме:

(8.10)
3∑

q=0

∂Gpq

∂rq
= 0.

Использование сразу двух матриц F и G считается избыточ-
ным, поэтому уравнения (8.10) записывают в виде

(8.11)
3∑

q=0

3∑

k=0

3∑

s=0

εpqks ∂Fks

∂rq
= 0.

Матрица Fks получается из Fmn в результате стандартной
процедуры опускания индексов при помощи матрицы (2.7):

(8.12) Fks =

3∑

m=0

3∑

n=0

gkm gsn F
mn.

Четырехмерная индексная форма записи уравнений Макс-
велла (8.6) и (8.11) подсказывает правильную геометрическую
интерпретацию этих уравнений. Матрица (8.4) определяет тен-
зор валентности (2, 0) в пространстве Минковского. Этот тен-
зор называется тензором электромагнитного поля. Тензорная
интерпретация матрицы (8.4) сразу же дает недостающее пра-
вило преобразования компонент электрического и магнитного
полей при преобразованиях Лоренца (2.3):

(8.13) F pq =
3∑

m=0

3∑

n=0

Sp
m Sq

n F̃
mn.

Соотношения (8.13) определяют правила пересчета компонент
векторов E и H, которые раньше мы изображали в неопреде-
ленной форме соотношениями (1.6). Для лоренцевских матриц
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специального вида (4.11) связь между компонентами векторов
E и H в двух инерциальных системах отсчета имеет вид

E1 = Ẽ1, E2 =

Ẽ2 +
u

c
H̃3

√
1 −

u2

c2

, E3 =

Ẽ3 −
u

c
H̃2

√
1 −

u2

c2

,

H1 = H̃1, H2 =

H̃2 −
u

c
Ẽ3

√
1 −

u2

c2

, H3 =

H̃3 +
u

c
Ẽ2

√
1 −

u2

c2

.

Согласно теореме 4.1, общая лоренцевская матрица есть про-
изведение специальной лоренцевской матрицы вида (4.11) и
двух матриц пространственного поворота. Влияние последних
на запись преобразования Лоренца можно исключить, если
перейти к “условно трехмерной” векторной форме записи:

(8.14)

E =

〈
u, Ẽ

〉

|u|2
u +

Ẽ −

〈
u, Ẽ

〉

|u|2
u −

1

c
[u, H̃]

√
1 −

|u|2

c2

,

H =

〈
u, H̃

〉

|u|2
u +

H̃ −

〈
u, H̃

〉

|u|2
u +

1

c
[u, Ẽ]

√
1 −

|u|2

c2

.

Из (8.13) вытекает следующее правило преобразования для
ковариантных компонент тензора электромагнитного поля:

(8.15) Fpq =
3∑

m=0

3∑

n=0

Tm
p Tn

q F̃mn.
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Соотношение (8.15) обеспечивает инвариантность формы ур-
авнений Максвелла (8.11) относительно преобразований Ло-
ренца (2.3). Для проверки этого достаточно использовать со-
отношения (2.8) для преобразования производных и вспомнить
известное свойство символа εpqks:

(8.16)
3∑

a=0

3∑

b=0

3∑

c=0

3∑

d=0

T p
a T

q
b T

k
c T

s
d ε

abcd = det T εpqks.

Условие инвариантности формы уравнений Максвелла (8.6) от-
носительно преобразований Лоренца приводит к следующему
правилу пересчета для величин j0, j1, j2, j3:

(8.17) jp =
3∑

m=0

Sp
m j̃m.

В формуле (8.17) легко узнается правило преобразования ком-
понент четырехмерного вектора. В случае лоренцевской мат-
рицы S специального вида (4.11), при учете (8.5), соотношения
(8.17) можно записать следующим образом:

ρ =

ρ̃+
u

c2
j̃1

√
1 −

u2

c2

, j1 =
uρ̃+ j̃1√
1 −

u2

c2

,

(8.18)

j2 = j̃2, j3 = j̃3.

Напомним, что здесь u = c th(α) — величина относительной
скорости движения одной инерциальной системы отсчета отно-
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сительно другой. В векторном виде формулы (8.18) записыва-
ются так:

(8.19)

ρ =

ρ̃+

〈
u, j̃

〉

c2√
1 −

|u|2

c2

,

j =

u ρ̃+

〈
u, j̃

〉

|u|2
u

√
1 −

|u|2

c2

+ j̃ −

〈
u, j̃

〉

|u|2
u.

В таком виде они задают правило пересчета плотности заряда
ρ и трехмерного вектора плотности тока j при преобразованиях
Лоренца с произвольной лоренцевской матрицей.

Упражнение 8.1. Докажите соотношение (8.16), считая T
произвольной матрицей размера 4 × 4.

Упражнение 8.2. Используя соотношение (2.12), выведите
соотношение (8.15) из (8.12) и (8.13).

Упражнение 8.3. Пользуясь соотношениями (8.15), (8.16)
и (2.8), пересчитайте уравнения Максвелла (8.11) из одной ин-
ерциальной системы отсчета в другую. Убедитесь в инвариант-
ности формы этих уравнений.

Упражнение 8.4. Пользуясь соотношениями (8.13), (8.17)
и (2.8), пересчитайте уравнения Максвелла (8.6) из одной инер-
циальной системы отсчета в другую. Убедитесь в инвариант-
ности формы этих уравнений.

§ 9. Четырехмерный векторный потенциал.

Структура уравнений Максвелла позволяет ввести вектор-
ный потенциал A и скалярный потенциал ϕ. Это было сделано
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в § 3 второй главы. Соответствующие формулы для компонент
полей E и H имеют вид

(9.1)

Ep = −
∂ϕ

∂rp
−

1

c

∂Ap

∂t
,

Hp =
3∑

q=1

3∑

k=1

εpqk ∂A
k

∂rq
,

(см. формулы (3.4) во второй главе). Обозначим A0 = ϕ и
рассмотрим четырехмерный вектор A с компонентами A0, A1,
A2 и A3. Это четырехмерный векторный потенциал элек-
тромагнитного поля. Применив процедуру опускания индекса,
получим ковектор A:

(9.2) Ap =
3∑

q=0

gpq A
q.

При учете соотношения (2.7) для компонент матрицы gpq из
формулы (9.2) выводим

A0 = A0, A1 = −A1,
(9.3)

A2 = −A2, A3 = −A3.

Кроме того, выпишем в явном виде ковариантные компоненты
тензора электромагнитного поля:

(9.4) Fpq =




0 E1 E2 E3

−E1 0 −H3 H2

−E2 H3 0 −H1

−E3 −H2 H1 0


 .
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Использование (9.3) и (9.4) позволяет записать первое из соот-
ношений (9.1) в форме следующих равенств:

(9.5) F0q =
∂Aq

∂r0
−
∂A0

∂rq
.

Для вычисления остальных компонент тензора Fpq воспользу-
емся соотношением (8.2) и вторым из соотношений (9.1). При
этом учтем, что Fpq = F pq и Ap = −Ap для p, q = 1, 2, 3:

(9.6) Fpq = −
3∑

k=1

εpqk H
k =

3∑

k=1

3∑

m=1

3∑

n=1

εpqk ε
kmn ∂An

∂rm
.

Для дальнейшего преобразования (9.6) используем одно из
известных тождеств свертки для символа Леви-Чивита:

(9.7)
3∑

k=1

εpqk ε
kmn = δm

p δ
n
q − δm

q δ
n
p .

Применение (9.7) к (9.6) дает

(9.8) Fpq =
3∑

m=1

3∑

n=1

(δm
p δ

n
q − δm

q δ
n
p )
∂An

∂rm
=
∂Aq

∂rp
−
∂Ap

∂rq
.

Соединив (9.8) и (9.5), получаем следующую формулу для всех
ковариантных компонент тензора электромагнитного поля:

(9.9) Fpq =
∂Aq

∂rp
−
∂Ap

∂rq
.

Формула (9.9) есть, по существу, четырехмерная запись соот-
ношений (9.1), которая позволяет объединить эти два соотно-
шения в одно.
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Векторный и скалярный потенциалы электромагнитного по-
ля определяются неоднозначно, с точностью до калибровочных
преобразований (см. формулу (4.1) во второй главе). Этот
произвол можно было бы включить и в правила преобразова-
ния компонент четырехмерного потенциала A. Однако, если
считать, что величины A0, A1, A2 и A3 преобразуются как
компоненты четырехмерного вектора

(9.10) Ap =

3∑

q=0

Sp
q Ã

q,

а величины A0, A1, A2, A3 получаются из них в результате
процедуры опускания индекса (9.2), то величины Fpq, опреде-
ляемые формулой (9.9), будут преобразовываться, как им и
полагается, по формуле (8.15).

Из (9.10) легко получить явные формулы для пересчета
скалярного потенциала ϕ и компонент трехмерного векторного
потенциала A. При специальных преобразованиях Лоренца
с матрицей лоренцевского поворота (4.11) они записываются
следующим образом:

ϕ =

ϕ̃+
u

c
Ã1

√
1 −

u2

c2

, A1 =

u

c
ϕ̃+ Ã1

√
1 −

u2

c2

,

(9.11)

A2 = Ã2, A3 = Ã3.

Из (9.11) можно еще раз получить правила пересчета компо-
нент электрического и магнитного полей при таких преобра-
зованиях (см. в § 8 выше). В случае преобразований c про-

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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извольной лоренцевской матрицей соотношения (9.11) следует
записывать в векторной форме:

(9.12)

ϕ =

ϕ̃+

〈
u, j̃

〉

c√
1 −

|u|2

c2

,

A =

u

c
ϕ̃+

〈
u, Ã

〉

|u|2
u

√
1 −

|u|2

c2

+ Ã −

〈
u, Ã

〉

|u|2
u.

Теорема 9.1. Всякое кососимметричное тензорное поле F

валентности (0, 2) в четырехмерном пространстве, удовлетворя-
ющее уравнениям (8.11), определяется некоторым ковекторным
полем A по формуле (9.9).

Док-во. Всякое кососимметричное тензорное поле F ва-
лентности (0, 2) в пространстве четырех измерений можно
отождествить с парой трехмерных векторнозначных полей E и
H, зависящих от дополнительного параметра r0 = ct. Для это-
го достаточно воспользоваться формулой (9.4). Теперь уравне-
ния (8.11) можно записать в виде уже знакомых нам уравнений
Максвелла для векторных полей E и H:

div H = 0, rotE = −
1

c

∂H

∂t
.

Дальнейшее построение ковекторного поля A повторяет рас-
суждения из § 3 второй главы, где вводятся трехмерный век-
торный потенциал и скалярный потенциал для полей E и H.
Затем делается обозначение A0 = ϕ, что превращает A в четы-
рехмерный вектор. Последняя процедура состоит в опускании
индекса согласно формуле (9.2). �
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Выбор поля A в формуле (9.9), как мы уже отмечали выше,
содержит калибровочный произвол. В четырехмерном форма-
лизме это изображается калибровочными преобразованиями

(9.13) Ak → Ak +
∂ψ

∂rk
,

где ψ — некоторое произвольное скалярное поле. Формула
(9.13) есть просто четырехмерная запись калибровочных пре-
образований (4.1) из второй главы. Нетрудно убедиться в том,
что калибровочные преобразования (9.13) не нарушают правил
пересчета контравариантных компонент (9.10) для A.

Упражнение 9.1. Докажите теорему 9.1 непосредственно
в четырехмерном виде, не переходя обратно к трехмерным фор-
мулировкам и построениям.

§ 10. Закон сохранения заряда.

Ранее мы уже отмечали, что закон сохранения заряда может
быть выведен непосредственно из уравнений Максвелла (см.
§ 1 во второй главе). Сделать это при четырехмерной форме
записи уравнений Максвелла еще проще. Продифференцируем
соотношение (8.6) по rp и введем еще одно суммирование по
индексу p:

(10.1)
3∑

p=0

3∑

q=0

∂2F pq

∂rp∂rq
= −

4π

c

3∑

p=0

∂jp

∂rp
.

Операция взятия второй смешанной частной производной по
rp и rq симметрична относительно перестановки индексов p и
q, а тензор электромагнитного поля F pq, наоборот, кососим-
метричен относительно перестановки этих индексов. Поэтому
выражение под знаками суммирования в левой части (10.1)
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кососимметрично по p и q, что ведет к занулению левой части
в этой формуле. Отсюда

(10.2)
3∑

p=0

∂jp

∂rp
= 0.

Выражение (10.2) есть четырехмерная форма записи закона
сохранения заряда. При учете j0 = cρ и r0 = ct эта формула
полностью совпадает с формулой (5.4) из первой главы.

Законы сохранения скалярных величин (таких как заряд) в
теории относительности изображаются подобно (10.2) в форме
зануления четырехмерной дивергенции соответствующих че-
тырехмерных векторов тока. Для векторных же величин токи
являются тензорами. Так закон сохранения 4-импульса для
для полей изображается формулой

(10.3)

3∑

p=0

∂T qp

∂rp
= 0.

Тензор T qp в (10.3), играющий роль тока для 4-импульса назы-
вается тензором энергии-импульса.

Теорема 10.1. Для всякого векторного поля j в n-мерном
пространстве (n ≥ 2), имеющего нулевую дивергенцию

(10.4)
n∑

p=1

∂jp

∂rp
= 0,

существует кососимметричное тензорное поле ψ валентности
(2, 0), такое, что выполняются соотношения

(10.5) jp =

n∑

q=1

∂ψpq

∂rq
.
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Док-во. Матрицу ψpq , задающую тензорное поле ψ в неко-
торой декартовой системе координат, будем искать в виде

(10.6) ψpq =




0 . . . 0 ψ1n

...
. . .

...
...

0 . . . 0 ψn−1 n

−ψ1n . . . −ψn−1 n 0



.

Матрица (10.6) кососимметрична и имеет всего (n − 1) неза-
висимую компоненту. Из (10.5) для этих компонент получаем
следующие уравнения:

(10.7)

∂ψkn

∂rn
= jk, где k = 1, . . . , n− 1,

n−1∑

k=1

∂ψkn

∂rk
= −jn.

Определим функции ψkn в (10.7) следующими интегралами:

(10.8)

ψkn =

rn∫

0

jk(r1, . . . , rn−1, y) dy+

+
1

n− 1

rk∫

0

jn(r1, . . . , y, . . . , rn−1, 0) dy.

Нетрудно проверить, что функции (10.8) удовлетворяют пер-
вой серии уравнений (10.7). А при выполнении условия (10.4)
они удовлетворяют и последнему уравнению (10.7). Тем са-
мым, теорема доказана. �

Теорема 10.1 без труда обобщается на случай произвольных
тензорных токов. Доказательство ее при этом не меняется.
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Теорема 10.2. Для всякого тензорного поля T валентности
(m, s) в n-мерном пространстве размерности n ≥ 2, имеющего
нулевую дивергенцию

n∑

pm=1

∂T p1 ... pm

q1 ... qs

∂rpm

= 0,

существует тензорное поле ψ валентности (m + 1, s), кососим-
метричное по последней паре верхних индексов, и такое, что

T p1 ... pm

q1 ... qs
=

n∑

pm+1=1

∂ψ
p1 ... pm pm+1

q1 ... qs

∂rpm+1
.

Упражнение 10.1. Проверьте, что из (10.4) вытекает вы-
полнение последнего уравнения (10.7) для функций (10.8).

Упражнение 10.2. Выясните связь между теоремой 10.1 и
теоремой о вихревом поле в случае размерности n = 3.

§ 11. Замечание о косоугольных

и криволинейных координатах.

В предыдущих двух параграфах нам удалось записать урав-
нения Максвелла, закон сохранения заряда, а также связь
между полями E, H и их потенциалами в четырехмерной фор-
ме. Полученные соотношения (8.6), (8.11), (9.9), (9.13) и (10.2)
сохраняют свой вид при переходе из одной декартовой пря-
моугольной системы координат в пространстве Минковского в
другую. Такие переходы интерпретируются как преобразова-
ния Лоренца и задаются лоренцевскими матрицами. Однако,
перечисленные соотношения (8.6), (8.11), (9.9), (9.13) и (10.2)
имеют прозрачный тензорный смысл. Поэтому они могут быть
пересчитаны в произвольную косоугольную систему координат.
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При этом пострадает лишь вид матрицы g, определяющей мет-
рику Минковского и вместо εpqks в уравнениях (8.11) придется
использовать тензор объема с компонентами

(11.1) ωpqks = ±
√
− det ĝ εpqks.

Матрица gpq в косоугольной системе координат уже не будет
иметь вид (2.7) и будет некоторой произвольной симметричной
матрицей, задающей квадратичную форму сигнатуры (1, 3).
В силу этого уравнения �E = 0 и �H = 0, с которых мы
начинали, не будут иметь свой прежний вид. Они запишутся
в форме �F pq = 0, где оператор Даламбера задан формулой
(2.6) с недиагональной матрицей gij .

В произвольной косоугольной системе координат ни одна из
осей не обязана иметь времениподобное направление, поэтому
ни одну из координат нельзя выделять придавая ей смысл
времени. Трехмерная форма записи уравнений электродина-
мики (даже если это будет сделано) в общем случае не будет
иметь должной физической интерпретации. В частности, раз-
деление компонент тензора F pq на компоненты электрического
и магнитного полей, даваемое формулой (8.4), не будет уже
физически осмысленным.

Тензорный характер уравнений электродинамики в четы-
рехмерной записи позволяет сделать еще один шаг в строну
увеличения произвола в выборе систем координат: от косо-
угольных можно перейти к криволинейным. Такой переход
требует замены частных производных ковариантными:

(11.2)
∂

∂rp
→ ∇p

(см., например, в [3]). Компоненты связности, необходимые
для осуществления перехода (11.2) определяются компонента-
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ми метрического тензора, которые в криволинейной системе
координат уже зависят от r0, r1, r2, r3:

(11.3) Γ
k
ij =

1

2

3∑

s=0

gks

(
∂gsj

∂ri
+
∂gis

∂rj
−
∂gij

∂rs

)
.

В завершение сказанного приведем список всех полученных
выше основных уравнений в ковариантной форме. Уравнения
Максвелла записываются следующим образом:

(11.4)

3∑

q=0

∇qF
pq = −

4π

c
jp,

3∑

q=0

3∑

k=0

3∑

s=0

ωpqks ∇qFks = 0.

Здесь величины ωpqks определяются соотношением (11.1). Тен-
зор электромагнитного поля выражается через четырехмерный
векторный потенциал по формуле

(11.5) Fpq = ∇pAq −∇qAp,

а калибровочный произвол в выборе самого векторного потен-
циала описывается соотношением

(11.6) Ak → Ak + ∇kψ,

где ψ — произвольное скалярное поле. Закон сохранения
заряда имеет вид

(11.7)

3∑

p=0

∇pj
p = 0,

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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а оператор Даламбера вместо (2.6) должен задаваться так:

(11.8) � =
3∑

i=0

3∑

j=0

gij ∇i∇j .

Динамика материальных точек ненулевой массы m 6= 0 описы-
вается уравнениями ньютоновского типа:

ṙ = u, ∇su =
F

mc
.(11.9)

Здесь точка означает дифференцирование по натуральному
параметру s на мировой линии, а ∇s — ковариантное диффе-
ренцирование по тому же параметру.

Упражнение 11.1. Пользуясь симметричностью символов
Кристоффеля (11.3) по нижней паре индексов, покажите, что
соотношение (11.5) приводится к виду (9.9) и в криволинейной
системе координат тоже.



ГЛАВА IV

ЛАГРАНЖЕВ ФОРМАЛИЗМ В

ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ.

§ 1. Принцип наименьшего

действия для частиц и полей.

Динамика материальных точек в теории относительности
описывается их мировыми линиями. Для частиц ненуле-

вой массы это времениподобные ли-
нии в пространстве Минковского. Рас-

Рис. 1.1

A

B
смотрим некоторую мировую линию,
отвечающую реальному движению не-
которой частицы под действием внеш-
них полей. Фиксируем две достаточ-
но близкие точки A и B на этой ли-
нии и рассмотрим небольшую дефор-
мацию мировой линии на участке AB.
Пусть выбрана некоторая, вообще го-
воря, криволинейная система коорди-
нат в пространстве Минковского. В

ней исходная мировая линия задается четырьмя функциями

(1.1) r0(s), r1(s), r2(s), r3(s),

где s — натуральный параметр. Тогда деформированную
кривую можно задавать следующими функциями:

(1.2) r̂i(s) = ri(s) + hi(ε, s), i = 0, . . . , 3.
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Здесь s — прежний натуральный параметр на исходной неде-
формированной мировой линии (1.1), а hi(ε, s) — гладкие
функции, отличные от нуля только на участке AB. Поми-
мо s функции hi(ε, s) гладко зависят еще от одного параметра
ε, который мы будем считать малым и потребуем, чтобы

(1.3) hi(ε, s) → 0 при ε→ 0.

Тем самым, в (1.2) мы имеем целое семейство деформирован-
ных линий, которое называют вариацией мировой линии (1.1).
В силу (1.3) мы можем рассмотреть тейлоровские разложения

(1.4) hi(ε, s) = εhi(s) + . . . .

При замене одних криволинейных координат другими, вели-
чины hi(s) преобразуются как компоненты вектора, который
называют вектором вариации мировой линии, а величины

(1.5) δri(s) = εhi(s)

называют вариациями координат точек мировой линии. Яс-
но, что они также преобразуются как компоненты некоторого
вектора. В силу (1.4) и (1.5) исходные уравнения деформиро-
ванных кривых записывают так:

(1.6) r̂i(s) = ri(s) + δri(s) + . . . .

Этим подчеркивают, что слагаемые, отличные от линейных по
ε, большой роли не играют.

Меняя функции hi(ε, s) и значения параметра ε в них, мы
можем окружить фрагмент AB исходной мировой линии це-
лым роем ее вариаций. Эти вариации, вообще говоря, не
описывают никакой реальной динамики точек. Но они исполь-
зуются при формулировке принципа наименьшего действия. В
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рамках лагранжевого формализма для описания динамики ча-
стиц вводится функционал действия S, который всякой линии,
соединяющей точки A и B, сопоставляет некоторое число.

Принцип наименьшего действия. Мировая линия, со-
единяющая точки A и B, описывает реальную динамику ма-
териальной точки тогда и только тогда, когда функционал дей-
ствия на ней достигает локального минимума среди всевозмож-
ных малых вариаций этой линии.

Функционал действия S, сопоставляющий всякой линии чис-
ло, должен зависеть только от этой линии (как геометрическо-
го места точек в M), но не должен зависеть от выбора системы
координат (r0, r1, r2, r3) в M . Это условие по традиции называ-
ется требованием лоренцевской инвариантности, хотя переход
от одной криволинейной системы координат к другой составля-
ет гораздо более широкий класс преобразований, чем преобра-
зования Лоренца, связывающие две декартовы прямоугольные
системы координат в пространстве Минковского.

Функционал действия обычно вбирают в виде интегрального
функционала. Для одиночной частицы массы m в электромаг-
нитном поле с потенциалом A он записывается так:

(1.7) S = −mc

s2∫

s1

ds−
q

c

s2∫

s1

g(A,u) ds.

Здесь q — электрический заряд частицы, а u = u(s) — вектор
4-скорости (единичный касательный вектор к мировой линии).
Первый интеграл в (1.7) — это действие для свободной части-
цы, а второй описывает взаимодействие частицы с электромаг-
нитным полем.

Если мы рассматриваем систему из N частиц, то для каж-
дой из них мы должны написать интегралы (1.7) и сложить
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их. После чего, для получения действия для полной системы
из частиц и поля, надо добавить интеграл действия для самого
электромагнитного поля:

(1.8)

S =
N∑

i=1


−mi c

s2(i)∫

s1(i)

ds−
qi
c

s2(i)∫

s1(i)

g(A,u) ds


−

−
1

16π c

V2∫

V1

3∑

p=0

3∑

q=0

Fpq F
pq
√

− det g d4r.

Последний интеграл в (1.8) заслуживает отдельного рассмот-
рения. Это четырехмерный объемный интеграл по области,

заключенной между двумя трех-
мерными гиперповерхностями V1 и
V2. Гиперповерхности выбираются

Рис. 1.2

прошлое

V1

V2

будущее

пространственноподобными (т. е.
имеющими времениподобные век-
тора нормали). Они выделяют
некоторую “щель” между прош-
лым и будущим, по которой и идет
интегрирование. Изменение же
полевых функций (компонент век-

торного потенциала) при переходе от V1 к V2 символизирует
эволюцию поля от прошлого к будущему.

Электромагнитное поле описывается полевыми функциями
Ai(r0, r1, r2, r3). Поэтому понятие вариации поля определяется
иначе, чем для частиц. Пусть Ω — некоторая ограниченная
четырехмерная область, заключенная между V1 и V2. Рас-
смотрим четыре гладкие функции hi(ε, r) = hi(ε, r0, r1, r2, r3),
нулевые всюду вне области Ω и обращающиеся в тождествен-
ный ноль при ε = 0. Положим

(1.9) Âi(r) = Ai(r) + hi(ε, r).
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Рассмотрим тейлоровские разложения в точке ε = 0 для hi:

(1.10) hi(ε, r) = ε hi(r) + . . . .

Вариацией полевых функций электромагнитного поля назовем
следующие функции, определенные линейной по ε частью тей-
лоровских разложений (1.10):

(1.11) δAi(r) = ε hi(r).

Формулу для деформации векторного потенциала электромаг-
нитного поля теперь можно записать так:

(1.12) Âi(r) = Ai(r) + δAi(r) + . . . .

Принцип наименьшего действия для полей. Полевые
функции определяют реальную конфигурацию физических по-
лей в том и только в том случае, когда они реализуют локаль-
ный минимум функционала действия в классе всевозможных
финитных вариаций.

Условие минимальности действия на реальной конфигура-
ции полей и на реальных мировых линиях частиц, как прави-
ло, никак не используется. Для вывода уравнений динамики
полей и частиц используется только условие экстремальности
действия (это может быть и максимум, и точка условного
экстремума). Поэтому принцип наименьшего действия часто
формулируют как принцип экстремального действия.

Упражнение 1.1. Проверьте, что величины hi(s) в разло-
жениях (1.4) при заменах координат преобразуются как компо-
ненты вектора.
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Упражнение 1.2. Докажите, что при калибровочных пре-
образованиях вида (11.6) из третьей главы функционал дей-
ствия (1.8) преобразуется по следующему правилу:

(1.13) S → S −

N∑

i=1

(qi
c
ψ(r(s2(i))) −

qi
c
ψ(r(s1(i)))

)
.

Объясните, почему величина добавки к функционалу действия
в (1.13) не меняется при вариациях мировых линий (1.2).

§ 2. Движение частицы в электромагнитном поле.

Для нахождения мировой линии релятивистской частицы во
внешнем электромагнитном поле применим принцип экстре-
мального действия для частиц к функционалу действия (1.8).
Выберем одну из N частиц в (1.8) и рассмотрим деформацию
ее мировой линии (1.6). При подстановке деформированной
мировой линии в (1.8) вместо недеформированной величина
последнего объемного интеграла не изменится. А из суммы
по i при этом изменится лишь одно слагаемое, отвечающее
выбранной частице. Поэтому при исследовании (1.8) на экс-
тремальность относительно деформаций мировых линий ча-
стиц мы можем ограничиться функционалом действия в фор-
ме (1.7). Значение (1.7) на деформированной мировой линии
вычисляется так:

(2.1) Sдеф = −mc

s2∫

s1

√
g(K,K) ds−

q

c

s2∫

s1

g(A,K) ds.

Внешнее отличие (2.1) от (1.7) обусловлено тем, что параметр
s есть натуральный параметр на исходной линии, но он не яв-
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ляется натуральным параметром на деформированной линии.
Здесь касательный вектор

(2.2) K(s) =
dr̂(s)

ds
= u(s) + ε

dĥ(s)

ds
+ . . .

уже не единичен. Поэтому первый интеграл в (1.7) переписы-
вается в форме интеграла длины (см. (6.4) в третьей главе).
Во втором интеграле (1.7) единичный касательный вектор u

заменяется на касательный вектор K.
Запишем в компонентах подинтегральные выражения в ин-

тегралах (2.1), учитывая, что мы работаем в общей криволи-
нейной системе координат в пространстве Минковского:

(2.3)

√
g(K,K) =

√√√√
3∑

i=0

3∑

j=0

gij(r̂(s))Ki(s)Kj(s),

g(A,K) =

3∑

i=0

Ai(r̂(s))K
i(s).

Подставим разложение (2.2) в (2.3) и учтем соотношение (1.2)
вместе с разложением (1.4). Для подинтегральных выражений
в (2.1) получаются следующие разложения по степеням ε:

√
g(K,K) =

√
g(u,u) +

ε√
g(u,u)

(
3∑

i=0

ui(s)
dhi(s)

ds
+

+
1

2

3∑

i=0

3∑

j=0

3∑

k=0

∂gij

∂rk
ui(s)uj(s)hk(s)

)
+ . . . ,

g(A,K) = g(A,u) + ε

3∑

i=0

Ai(r(s))
dhi(s)

ds
+

+ ε
3∑

i=0

3∑

k=0

∂Ai

∂rk
ui(s)hk(s) + . . . .
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При подстановке этих разложений в (2.1) учтем единичность
вектора u. Тогда для Sдеф получаем

Sдеф = S − ε

s2∫

s1

3∑

k=0

(
mcuk(s) +

q

c
Ak(r(s))

) dhk(s)

ds
ds−

− ε

s2∫

s1

3∑

k=0

(
q

c

3∑

i=0

∂Ai

∂rk
ui +

mc

2

3∑

i=0

3∑

j=0

∂gij

∂rk
uiuj

)
hk(s) ds + . . . .

Применим процедуру интегрирования по частям к первому из
полученных интегралов. Это позволяет исключить дифферен-
цирование функций hk(s) и дает

Sдеф = S − ε

3∑

k=0

(
mcuk(s) +

q

c
Ak(r(s))

)
hk(s)

s2

s1

+

+ ε

s2∫

s1

3∑

k=0

d

ds

(
mcuk(s) +

q

c
Ak(r(s))

)
hk(s) ds−

− ε

s2∫

s1

3∑

k=0

(
q

c

3∑

i=0

∂Ai

∂rk
ui +

mc

2

3∑

i=0

3∑

j=0

∂gij

∂rk
uiuj

)
hk(s) ds + . . . .

Вспомним, что функции hk(s) зануляются на концах отрезка
интегрирования hk(s1) = hk(s2) = 0 (см. § 1 выше). Это обес-
печивает зануление внеинтегральных слагаемых в полученной
формуле для Sдеф.

Теперь для вывода уравнений, определяющих мировую ли-
нию материальной точки, применим условие экстремальности
функционала S. Оно означает, что линейная по ε часть при-
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ращения Sдеф − S должна быть равна нулю при любом выборе
функций hk(s). Отсюда

(2.4)

d

ds

(
mcuk(s) +

q

c
Ak(r(s))

)
=

=
q

c

3∑

i=0

∂Ai

∂rk
ui +

mc

2

3∑

i=0

3∑

j=0

∂gij

∂rk
ui uj .

Выполним дифференцирование по s в левой части (2.4). После
этого соберем слагаемые, содержащие множитель mc слева, а
оставшиеся слагаемые с множителем q/c — справа:

mc

(
duk

ds
−

1

2

3∑

i=0

3∑

j=0

∂gij

∂rk
ui uj

)
=
q

c

3∑

i=0

(
∂Ai

∂rk
−
∂Ak

∂ri

)
ui.

Нетрудно заметить, что в правую часть этого уравнения вхо-
дит тензор электромагнитного поля (см. формулу (9.9) из
третьей главы). Для преобразования левой части уравнения
используем формулу (11.3) из третьей главы. Тогда уравнение
мировой линии примет следующий вид:

(2.5) mc

(
duk

ds
−

3∑

i=0

3∑

j=0

Γ
i
kj ui u

j

)
=
q

c

3∑

i=0

Fki u
i.

В левой части уравнений (2.5) обнаруживаем ковариантную
производную по параметру s вдоль мировой линии:

(2.6) mc∇suk =
q

c

3∑

i=0

Fki u
i.

Сравнение (2.6) с уравнениями (11.9) из третьей главы дает
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формулу для вектора четырехмерной силы, которая действует
на точечный заряд q в электромагнитном поле :

(2.7) Fk =
q

c

3∑

i=0

Fki u
i.

Пусть выбрана декартова прямоугольная система коорди-
нат в пространстве Минковского. Тогда разделение Fi на вре-
менную и пространственные компоненты позволяет вычислить
трехмерный вектор силы: f i =

√
c2 − |v|2 F i (см формулу (7.6)

из третьей главы). После несложных вычислений с использо-
ванием формул (7.2) и (9.4) из третьей главы получаем

(2.8) f = qE +
q

c
[v, H].

Формула (2.8) в точности совпадает с формулой для силы
Лоренца (см. (4.4) в первой главе). Таким образом, фор-
мула (2.7) есть четырехмерное обобщение формулы для силы
Лоренца. Условие ортогональности четырехмерной силы и че-
тырехмерной скорости (см. (7.5) в третьей главе) для силы
Лоренца (2.7) выполнено в силу кососимметричности тензора
электромагнитного поля.

Упражнение 2.1. Докажите, что калибровочное преобра-
зование (1.13) для функционала действия не меняет уравнений
динамики материальной точки в электромагнитном поле (2.6).

Упражнение 2.2. Проверьте соотношение (7.5) из третьей
главы для силы Лоренца.

§ 3. Динамика пылевидной материи.

Уравнение (2.6) описывает движение заряженных частиц в
электромагнитном поле. Если число частиц невелико, то мы
можем следить за динамикой каждой из них. При описании
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динамики очень большого числа частиц принято переходить к
континуальному пределу, заменяя частицы некоторой сплош-
ной средой, моделирующей их коллективное поведение. Про-
стейшей моделью, описывающей систему из большого числа не
сталкивающихся друг с другом частиц, является модель пы-

Рис. 3.1 Рис. 3.2

левого облака. В этой модели частицы, составляющие облако,
совершают упорядоченное движение. Их мировые линии мож-
но моделировать регулярным семейством линий, заполняющих
все пространство (см. рис. 3.1).

Другой моделью является модель идеального газа. Здесь
частицы также не сталкиваются друг с другом и их миро-
вые линии не пересекаются. Однако, их движение является
хаотическим (см. рис. 3.2). Поэтому, если их мировыми ли-
ниями заполнить все пространство, то они непременно начнут
пересекаться.

Кроме рассмотренных двух моделей, имеются модели для
описания жидкостей и твердых тел. С макроскопической точ-
ки зрения частицы жидкости и твердых тел движутся упоря-
доченным образом (как на рисунке 3.1). Однако, в этих средах
существенным оказывается взаимодействие между частицами.
Поэтому при описании таких сред надо либо применить де-
тальный микроскопический анализ и получать макроскопиче-
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ские параметры среды в результате статистического усредне-
ния, либо использовать какие-то эвристические соображения,
основанные на эксперименте.

В данной книге мы ограничимся подробным рассмотрением
лишь одной простейшей модели — модели пылевого облака. В
этой модели пространство Минковского можно считать запол-
ненным регулярным семейством мировых линий. Часть из них
соответствует реальным пылинкам облака, а остальные полу-
чаются путем экстраполяции в континуальном пределе. По-
этому в каждой точке пространства M определен единичный
вектор u — касательный вектор к мировой линии, проходя-
щей через данную точку. Это означает, что динамику частиц
пылевого облака можно описывать векторным полем u(r).

Кроме векторного поля u, нам потребуется скалярный пара-
метр ν(r), имеющий смысл густоты пылевого облака. Опреде-
лим его так. Выберем некоторый малый фрагмент трехмерной
гиперповерхности в M , ортогональный вектору u(r) в некото-
рой точке r. Число пылинок, мировые линии которых пере-
секают этот фрагмент гиперповерхности, пропорционально его
объему: N ' ν(r)V , параметр ν(r) — коэффициент пропорци-
ональности. Параметр ν(r) имеет размерность концентрации,
его можно трактовать как концентрацию частиц в некотором
малом фрагменте облака вокруг точки r, измеренную в такой
инерциальной системе отсчета, в которой частицы из этого
фрагмента облака на момент измерения концентрации имеют
нулевую скорость. Из ν(r) и u(r) составим вектор

(3.1) η(r) = c ν(r)u(r).

Вектор (3.1) называется четырехмерной плотностью потока
частиц в облаке. Если выбрана декартова инерциальная си-
стема отсчета, то величина η0/c имеет смысл концентрации
частиц в облаке, а остальные три компоненты вектора η фор-
мируют трехмерный вектор плотности потока частиц.
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Пусть облако состоит из одинаковых частиц с массой m
и электрическим зарядом q. Тогда четырехмерный вектор
плотности электрического тока можно записать так:

(3.2) j(r) = q η(r).

По аналогии с (3.2) определим четырехмерный вектор плот-
ности потока массы

(3.3) µ(r) = mη(r).

Закон сохранения числа частиц приводит к следующему соот-
ношению для компонент вектора η:

(3.4)
3∑

p=0

∇pη
p = 0.

Из (3.4) и (3.2) вытекает закон сохранения заряда в форме
соотношения (11.7) из третьей главы. А при учете (3.3) полу-
чается закон сохранения массы покоя:

(3.5)
3∑

p=0

∇pµ
p = 0.

Закон сохранения массы здесь выполнен в силу отсутствия
столкновений, при которых из легких частиц могут образовы-
ваться более тяжелые (см. § 7 в третьей главе).

Рассмотрим динамику частиц, составляющих пылевое об-
лако. Поскольку векторное поле u состоит из касательных
векторов к мировым линиям, сами эти мировые линии можно
определять, решая следующую систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:

(3.6)
dri

ds
= ui(r(s)), i = 0, . . . , 3.
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Определив мировую линию частицы из уравнений (3.6), мы
знаем ее вектор четырехмерной скорости u(s). Вычислим
ковариантную производную вектора u(s) по натуральному па-
раметру вдоль мировой линии:

(3.7) ∇su
p =

dup(s)

ds
+

3∑

k=0

3∑

n=0

Γ
p
nk u

k(s)un(s).

При вычислении производной dup/ds в (3.7) учтем уравнения
(3.6) и то, что u(s) = u(r(s)). Это дает

(3.8)
dup(s)

ds
=

3∑

k=0

uk ∂u
p

∂rk
.

Подстановка (3.8) в (3.7) приводит к соотношению

(3.9) ∇su
p =

3∑

k=0

uk ∇ku
p.

Правая часть (3.9) — это ковариантная производная векторно-
го поля u(r) вдоль самого этого векторного поля (подробнее см.
в [3]). Подстановка (3.9) в уравнения динамики материальной
точки дает

(3.10) ∇uu =
F

mc
.

Здесь F = F(r,u) некоторое внешнее силовое поле, действую-
щее на частицы пылевого облака. Например, в случае элек-
тромагнитного поля уравнения (3.10) имеют вид

(3.11)
3∑

k=0

uk ∇kup =
q

mc2

3∑

k=0

Fpk u
k.
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В отличие от уравнений (11.9) из третьей главы, описыва-
ющих динамику отдельных частиц, уравнения (3.10) являются
уравнениями в частных производных относительно компонент
векторного поля u(r). Они описывают динамику пылевого
облака к континуальном пределе. Уравнение на скалярное по-
ле ν(r) получается из закона сохранения числа частиц (3.4).
Объединив эти два уравнения, получаем систему

(3.12)

3∑

k=0

uk ∇kup =
Fp

mc
,

3∑

k=0

uk ∇kν = −ν
3∑

k=0

∇ku
k.

Система уравнений (3.12) дает полное описание динамики пы-
левого облака.

Модель пылевидной материи можно несколько обобщить,
если включить в рассмотрение частицы разных сортов. Тогда
для каждого сорта частиц определено свое единичное вектор-
ное поле u(i, r) и свое поле концентрации ν(i, r). Формулы
(3.2) и (3.3) обобщаются так:

j(r) =
n∑

i=1

q(i)η(i, r), µ(r) =
n∑

i=1

m(i)η(i, r).

Здесь η(i, r) = c ν(i, r)u(i, r). Каждая пара полей u(i, r) и
ν(i, r) удовлетворяет уравнениям (3.12), из которых вытекает
выполнение законов сохранения заряда и массы.

§ 4. Действие для пылевидной материи.

Рассмотрим динамику пылевидной материи в электромаг-
нитном поле с точки зрения лагранжевого формализма. Для
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этого необходимо выполнить переход к континуальному пре-
делу в действии (1.8). Для простоты рассмотрим пылевое
облако, состоящее из частиц одного сорта. Опуская детали
предельного перехода, выпишем функционал действия (1.8) в
континуальном пределе:

(4.1)

S = −m

V2∫

V1

√
g(η,η)

√
− det g d4r−

−
q

c2

V2∫

V1

g(η,A)
√

− det g d4r−

−
1

16π c

V2∫

V1

3∑

p=0

3∑

k=0

Fpk F
pk
√
− det g d4r.

Вместо вывода (4.1) из (1.8) мы выполним косвенную провер-
ку правильности предельного перехода. Для этого выведем
уравнение (3.11) из принципа экстремального действия для
функционала (4.1).

Для описания пылевидной материи в (4.1) мы выбрали век-
торное поле η(r) из (3.1). Поля u(r) и ν(r) могут быть выра-
жены через векторное поле η(r):

c ν = |η| =
√
g(η,η) , u =

η

c ν
.(4.2)

При рассмотрении вариаций поля η(r) мы должны помнить,
что компоненты этого поля не являются независимыми функ-
циями. Они удовлетворяют уравнению (3.4). Для разрешения
уравнения (3.4) воспользуемся слегка модифицированным ва-
риантом теоремы 10.1 из третьей главы.
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Теорема 4.1. Пусть M — некоторое n-мерное пространство
(n ≥ 2), оснащенное метрикой gij . Для всякого векторного поля
η в этом пространстве, имеющего нулевую дивергенцию отно-
сительно метрической связности

(4.3)

n∑

p=1

∇pη
p = 0,

существует кососимметричное тензорное поле ϕ валентности
(2, 0), такое, что выполняются соотношения

(4.4) ηp =

n∑

q=1

∇qϕ
pq.

Док-во. При записи соотношения (4.3) воспользуемся из-
вестной формулой (11.3) из третьей главы для компонент мет-
рической связности. Это дает

n∑

p=1

∇pη
p =

n∑

p=1

∂ηp

∂rp
+

n∑

p=1

n∑

s=1

Γ
p
ps η

s =

n∑

p=1

∂ηp

∂rp
+

+
1

2

n∑

p=1

n∑

s=1

n∑

k=1

gpk

(
∂gpk

∂rs
+
∂gks

∂rp
−
∂gps

∂rk

)
ηs.

Заметим, что последние две производные метрического тензора
в скобках сокращаются при суммировании по p и k. Это
вытекает из симметричности gpk. Отсюда

(4.5)

n∑

p=1

∇pη
p =

n∑

p=1

∂ηp

∂rp
+

1

2

n∑

p=1

n∑

s=1

n∑

k=1

gsk ∂gks

∂rp
ηp =

=

n∑

p=1

∂ηp

∂rp
+

1

2

n∑

p=1

tr

(
g−1 ∂g

∂rp

)
ηp.
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С целью дальнейшего преобразования полученного выражения
(4.5) воспользуемся известной формулой для логарифмической
производной детерминанта:

(4.6)
∂ ln | det g|

∂rp
= tr

(
g−1 ∂g

∂rp

)
.

Подстановка (4.6) в (4.5) приводит (4.5) к следующему виду:

(4.7)

n∑

p=1

∇pη
p =

1√
| det g|

n∑

p=1

∂(ηp
√
| det g|)

∂rp
.

Проделаем аналогичные вычисления для правой части (4.4),
учитывая кососимметричность поля ϕpq и симметричность
компонент связности Γ

k
pq. Они приводят к соотношению

(4.8)

n∑

q=1

∇qϕ
pq =

1√
| det g|

n∑

q=1

∂(ϕpq
√
| det g|)

∂rq
.

Обозначим jp =
√
| det g| ηp и ψpq =

√
| det g|ϕpq. Теперь, ис-

ходя из cоотношений (4.7) и (4.8), легко сообразить, что для
доказательства теоремы 4.1 остается лишь применить теоре-
му 10.1 из третьей главы. �

Замечание. Теорема 10.2, вообще говоря, не имеет прямого
обобщения на случай пространств, оснащенных метрикой. Она
обобщается только для метрик gij , имеющих нулевой тензор
кривизны Rs

kpq = 0.
Определим деформацию поля η подобно тому тому как была

определена деформация векторного потенциала A в § 1:

(4.9) η̂p(r) = ηp(r) + ε ζp(r) + . . . .

Поля η̂ и η удовлетворяют уравнению (3.4). Следовательно,
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этому уравнению удовлетворяет и поле ζ в (4.9). Применим
доказанную теорему 4.1 к векторному полю ζ:

(4.10) ζp =

3∑

k=0

∇kϕ
pk.

Поле ϕpk в (4.10) может быть произвольным. Однако, мы
выберем его в специальной форме:

(4.11) ϕpk = ηp hk − hp ηk.

Такой выбор может быть мотивирован следующей теоремой.

Теорема 4.2. Для любых двух векторных полей ζ и η 6= 0,
удовлетворяющих уравнению (3.4), существует векторное поле
h, такое, что выполнено соотношение

ζp =
3∑

k=0

∇k(ηp hk − hp ηk).

Выбор (4.11) приводит к следующему выражению для поля η̂:

(4.12) η̂p(r) = ηp(r) + ε
3∑

k=0

∇k(ηp hk − hp ηk) + . . . .

Величины hi(r) в (4.12) выбираются гладкими функциями,
отличными от нуля лишь в пределах некоторой ограниченной
области Ω в пространстве Минковского.

При подстановке (4.12) в функционал действия (4.1) вос-

пользуемся следующим разложением для
√
g(η̂, η̂) :

√
g(η̂, η̂) =

√
g(η,η) +

ε√
g(η,η)

3∑

p=0

3∑

q=0

ηp ∇kϕ
pk + . . . .
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Аналогичное разложение имеется и для подинтегрального вы-
ражения во втором интеграле (4.1):

g(η̂,A) = g(η,A) + ε
3∑

p=0

3∑

k=0

Ap ∇kϕ
pk + . . . .

При подстановке этих разложений в (4.1) учтем соотношения
(4.2). Для Sдеф это дает

(4.13)

Sдеф = S − εm

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

up ∇kϕ
pk
√

− det g d4r−

−
ε q

c2

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

Ap ∇kϕ
pk
√

− det g d4r + . . . .

С целью дальнейшего преобразования (4.13) воспользуемся
формулой Остроградского-Гаусса. В пространстве, оснащен-
ном метрикой, эта формула записывается так:

(4.14)

∫

Ω

3∑

k=0

∇kz
k
√

− det g d4r =

∫

∂Ω

g(z,n) dV.

Здесь z0, z1, z2, z3 — компоненты гладкого векторного поля z,
а n — единичный вектор нормали к границе области Ω. Для
преобразования первого интеграла в формуле (4.13) положим

zk =
∑3

p=0 up ϕ
pk. Тогда в левой части (4.14) имеем

3∑

k=0

∇kz
k =

3∑

p=0

3∑

k=0

up ∇kϕ
pk +

3∑

p=0

3∑

k=0

∇kup ϕ
pk.

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.
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Правая часть (4.14) зануляется в силу зануления ϕpk на грани-
це области Ω. Поэтому

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

up ∇kϕ
pk
√
− det g d4r =

−

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

∇kup ϕ
pk
√

− det g d4r.

Аналогичным образом преобразуется второй интеграл в (4.13).
В целом же для Sдеф получаем

(4.15)

Sдеф = S + εm

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

∇kup ϕ
pk
√
− det g d4r+

+
ε q

c2

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

∇kAp ϕ
pk
√
− det g d4r + . . . .

Экстремальность действия S означает, что линейная по ε
часть в формуле (4.15) должна занулиться:

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

(
m∇kup +

q

c2
∇kAp

)
ϕpk
√

− det g d4r = 0.

Подставим выражение (4.11) для ϕpk в полученное равенство.
Тогда оно преобразуется к виду

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

(
m∇kup +

q

c2
∇kAp

)
ηphk

√
− det g d4r =

=

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

(
m∇kup +

q

c2
∇kAp

)
ηkhp

√
− det g d4r.
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Поменяем местами индексы k и p во втором интеграле. После
этого интегралы можно будет объединить в один интеграл:

(4.16)

∫

Ω

3∑

k=0

3∑

p=0

(
m∇kup −m∇puk +

q

c2
∇kAp−

−
q

c2
∇pAk

)
ηphk

√
− det g d4r = 0.

Теперь учтем, что hk = hk(r) в полученном равенстве — это
произвольные гладкие функции, равные нулю на границе и
всюду вне области Ω. Поэтому из равенства нулю интеграла
(4.16) следует зануление каждого слагаемого в сумме по k в
подинтегральном выражении:

(4.17)

3∑

p=0

(
m∇kup −m∇puk +

q

c2
Fkp

)
ηp = 0.

Здесь мы учли соотношение (11.5) из третьей главы, связы-
вающее тензор электромагнитного поля и четырехмерный век-
торный потенциал.

Для того, чтобы привести полученное уравнение (4.17) к
окончательному виду, воспользуемся соотношениями (4.2), ко-
торые связывают векторное поле η с единичным векторным
полем u: ηp = c ν up. Из единичности u имеем

(4.18)
3∑

p=0

up∇kup = 0.

Учет (4.18) приводит уравнение (4.17) к виду

(4.19)
3∑

p=0

up ∇puk =
q

mc2

3∑

p=0

Fkp u
p.

Нетрудно видеть, что (4.19) в точности совпадает с получен-
ным ранее уравнением (3.11). Этот результат оправдывает
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использование действия (4.1) для описания заряженной пыле-
видной материи в электромагнитном поле.

Упражнение 4.1. Докажите, что для любого кососиммет-
ричного тензорного поля ϕpq, векторное поле η, определенное
формулой (4.4), имеет нулевую дивергенцию, т. е. удовлетворя-
ет уравнению (3.4).

Упражнение 4.2. Докажите, теорему 4.2. Для этого ис-
пользуйте следующий факт, который известен как теорема о
спрямлении векторного поля.

Теорема 4.3. Для всякого векторного поля η 6= 0 суще-
ствует такая криволинейная система координат r0, r1, r2, r3, в
которой η0 = 1, η1 = 0, η2 = 0, η3 = 0.

Упражнение 4.3. Докажите теорему 4.3 о спрямлении век-
торного поля.

Упражнение 4.4. Выведите формулу Остроградского-Га-
усса (4.14) для пространства с метрикой, исходя из следующего
интегрального соотношения в Rn:

∫

Ω

∂f(r)

∂ri
dnr =

∫

∂Ω

f(r) dr1 . . . dri−1dri+1 . . . drn.

§ 5. Уравнения электромагнитного поля.

В этом параграфе мы продолжим изучение функционала
действия (4.1). Этот функционал описывает пылевое облако
из частиц массы m и заряда q в электромагнитном поле. В
предыдущем параграфе мы убедились в том, что применение
принципа экстремального действия для S относительно по-
ля η дает уравнения динамики для поля скоростей частиц в
пылевом облаке. Теперь применим принцип экстремального
действия относительно векторного потенциала A, задающего
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электромагнитное поле. Деформацию векторного потенциала
определим в соответствии с (1.9), (1.10), (1.11) и (1.12):

(5.1) Âi(r) = Ai(r) + εhi(r) + . . . .

Для компонент тензора электромагнитного поля выводим

(5.2) F̂ij = Fij + ε (∇ihj −∇jhi) + . . . .

При подстановке (5.2) в функционал действия (4.1) проделаем
следующие вычисления:

3∑

p=0

3∑

k=0

F̂pk F̂
pk =

3∑

i=0

3∑

j=0

3∑

p=0

3∑

k=0

F̂pk F̂ij g
pi gkj =

=
3∑

p=0

3∑

k=0

Fpk F
pk + 2 ε

3∑

p=0

3∑

k=0

F pk(∇phk −∇khp) + . . . .

С учетом кососимметричности F pk полученное разложение
можно еще более упростить и привести к виду

3∑

p=0

3∑

k=0

F̂pk F̂
pk =

3∑

p=0

3∑

k=0

Fpk F
pk + 4 ε

3∑

p=0

3∑

k=0

F pk∇phk + . . . .

Аналогичные вычисления при подстановке (5.1) в (4.1) дают

g(η, Â) = g(η,A) + ε

3∑

k=0

ηk hk + . . . .

В итоге для деформации действия (4.1) получим разложение

Sдеф = S −
εq

c2

∫

Ω

3∑

k=0

ηk hk

√
− det g d4r−
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−
ε

4π c

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

k=0

F pk∇phk

√
− det g d4r + . . . .

Преобразуем второй интеграл в полученном разложении для
Sдеф при помощи формулы Остроградского-Гаусса (4.14). Для

этого положим zp =
∑3

k=0 F
pkhk и учтем зануление hk на

границе области Ω. Тогда для величины Sдеф имеем

Sдеф = S + ε

∫

Ω

3∑

k=0

(
−
qηk

c2
+

3∑

p=0

∇pF
pk

4π c

)
hk

√
− det g d4r + . . . .

Из условия экстремальности действия получаем зануление ли-
нейной по ε части в разложении для Sдеф. Учет произволь-
ности функций hk(r) в области Ω и произвольности самой
области Ω приводит к следующим уравнениям для тензора
электромагнитного поля:

(5.3)
3∑

p=0

∇pF
pk =

4π q

c
ηk.

Вспомним, что поле η(r) связано с плотностью тока соотноше-
нием (3.2). Тогда уравнения (5.3) можно переписать так:

(5.4)
3∑

p=0

∇pF
kp = −

4π

c
jk.

Легко видеть, что это в точности уравнения Максвелла, запи-
санные в четырехмерной форме (см. (11.4) в третьей главе).
Еще одна пара уравнений Максвелла, имеющая вид

3∑

q=0

3∑

k=0

3∑

s=0

ωpqks ∇qFks = 0,
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является следствием соотношения Fpq = ∇pAq − ∇qAp, связы-
вающего тензор электромагнитного поля с векторным потен-
циалом (см. (11.5) в третьей главе).

Упражнение 5.1. Как изменятся уравнения (5.3), если
рассмотреть пылевое облако, состоящее из частиц нескольких
сортов с массами m(1), . . . , m(N) и зарядами q(1), . . . , q(N)?
Изменятся ли при этом уравнения (5.4)?



ГЛАВА V

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ.

§ 1. Переход к неплоским метрикам и

искривление пространства Минковского.

Переход от классической электродинамики к специальной
теории относительности привел к последовательной геометри-
зации многих базовых физических понятий. Обозначив r0 = ct
и объединив r0 с тремя другими компонентами радиус-вектора
в инерциальной системе отсчета, мы получили четырехмерное
пространство событий. Оно оказалось оснащенным метрикой
сигнатуры (1, 3) — метрикой Минковского. При этом инер-
циальные системы отсчета стали интерпретироваться как де-
картовы системы координат с ортонормированным базисом в
метрике Минковского.

Векторная запись уравнений динамики материальных точек
и тензорная запись уравнений Максвелла позволила включить
в рассмотрение косоугольные и даже криволинейные системы
координат в пространстве Минковского. При этом в записи
всех уравнений появились компоненты метрического тензора
gij , компоненты метрической связности Γ

k
ij или ковариантные

производные относительно этой метрической связности ∇i.
Следующий шаг состоит в том, чтобы, сохранив вид всех

уравнений, перейти от плоской метрики Минковского к метри-
кам сигнатуры (1, 3) с ненулевым тензором кривизны:

(1.1) Rk
qij =

∂Γ
k
jq

∂ri
−
∂Γ

k
iq

∂rj
+

3∑

s=0

Γ
k
is Γ

s
jq −

3∑

s=0

Γ
k
js Γ

s
iq.
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Этот шаг был сделан Эйнштейном. Созданная им теория
получила название эйнштейновской теории гравитации или
общей теории относительности.

Определение 1.1. Четырехмерное аффинное простран-
ство, оснащенное метрикой сигнатуры (1, 3) с ненулевой кри-
визной (1.1), а также ориентацией и поляризацией, называется
искривленным пространством Минковского.

В неплоском пространстве Минковского мы теряем часть
структур, присущих плоскому пространству. В таком про-
странстве нет координат, в которых метрика Минковского за-
давалась бы матрицей (2.7) из третьей главы, т. е. здесь нет
инерциальных систем отсчета. Это существенная потеря, но
она не катастрофична, ибо уравнения динамики материальных
точек и уравнения Максвелла, переписанные в векторном и в
тензорном виде, не требуют привязки к инерциальным систе-
мам отсчета.

Геодезические линии в искривленном пространстве Минков-
ского перестают совпадать с аффинными прямыми. Поэтому
аффинная структура в M становится излишней. Оказывает-
ся, можно отказаться и от топологии плоского пространства.
Уже на примере двумерных поверхностей мы знаем, что кроме
деформированной (искривленной) плоскости, существуют по-
верхности с более сложной топологией — это сфера, тор, и
различные сферы с ручками (см. [5]). В многомерном слу-
чае эти объекты обобщаются в понятии гладкого многообразия
(подробности см. в [2], [5], и [6]).

Гладкое многообразие M размерности n — это топологиче-
ское пространство, каждая точка которого имеет окрестность
(карту), устроенную так же, как и окрестность точки в Rn.
То есть M покрывается семейством окрестностей Uα, каж-
дая из которых взаимно-однозначно отображается в некоторую
окрестность Vα из Rn. Такие картирующие отображения за-
дают криволинейные координаты в окрестностях Uα, а в тех
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местах, где карты перекрываются, возникают функции перехо-
да из одних криволинейных координат в другие:

(1.2)
r̃i = r̃i(r1, . . . , rn), где i = 1, . . . , n,

ri = ri(r̃1, . . . , r̃n), где i = 1, . . . , n.

Согласно определению гладкого многообразия, функции пере-
хода (1.2) являются гладкими функциями (класса C∞). По
ним строятся матрицы перехода S и T :

T i
j =

∂r̃i

∂rj
, Si

j =
∂ri

∂r̃j
.(1.3)

Наличие матриц (1.3) позволяет построить полноценную тео-
рию тензоров на многообразиях, которая почти дословно по-
вторяет теорию тензоров в криволинейных координатах в Rn

(см. [3]). Единственное отличие состоит в невозможности вве-
дения декартовых координат. Это проистекает из того, что в
общем случае нельзя построить взаимно-однозначного гладко-
го отображения из многообразия M в Rn.

Определение 1.1. Четырехмерное гладкое многообразие,
оснащенное метрикой сигнатуры (1, 3), а также ориентацией и
поляризацией, называется обобщенным пространством Мин-
ковского или многообразием Минковского.

§ 2. Действие для гравитационного

поля. Уравнение Эйнштейна.

В качестве пространства событий в общей теории относи-
тельности выбирается некоторое многообразие Минковского
M . Это обстоятельство определяет дополнительный произвол,
который состоит в выборе многообразия M и в выборе метрики
в нем. Наличие ненулевой кривизны, определяемой тензором
(1.1), интерпретируется как гравитационное поле или поле тя-
готения. Гравитационное поле воздействует на материальные
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тела и электромагнитное поле, заключенное в пространстве
M . Такое воздействие проявляет себя через ковариантные про-
изводные, фигурирующие в уравнениях динамики. Величи-
на самого гравитационного поля также должна определяться
присутствием в пространстве какой-либо материи в форме ве-
щества либо электромагнитного излучения. Таким образом,
возникает обратная связь между геометрией пространства и
его содержимым.

Для описания обратной связи между гравитационным по-
лем и другими физическими полями и материей воспользуемся
лагранжевым формализмом в сочетании с принципом экстре-
мального действия. Начнем с функционала действия (4.1) из
четвертой главы. Он представляет собой сумму трех инте-
гральных функционалов:

(2.1) S = Sвещ + Sвз + Sэл.

Первый функционал Sвещ отвечает за вещество в форме пыле-
вого облака, второй функционал Sвз описывает взаимодействие
вещества с электромагнитным полем, а третий — описывает
само электромагнитное поле. Для описания гравитационного
поля в сумму (2.1) добавляют еще одно слагаемое:

(2.2) S = Sгр + Sвещ + Sвз + Sэл.

Это дополнительное слагаемое выбирают в следующем виде:

(2.3) Sгр = −
c3

16πγ

V2∫

V1

R
√
− det g d4r.

Здесь γ — гравитационная постоянная, фигурирующая в за-
коне всемирного тяготения Ньютона (см. (1.11) в первой гла-
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ве). Величина R в (2.3) — это скалярная кривизна, определяе-
мая тензором кривизны по следующей формуле:

(2.4) R =

3∑

q=0

3∑

k=0

3∑

j=0

gqjRk
qkj .

Промежуточным объектом, связывающим тензор (1.1) со ска-
ляром (2.4), является тензор Риччи

(2.5) Rqj =
3∑

k=0

Rk
qkj.

Тензор Риччи Rqj симметричен (см. [3]). Его полная свертка
с метрическим тензором gqj совпадает со скалярной кривизной
R, что легко увидеть из сравнения (2.5) и (2.4).

Отметим, что иногда в действие для гравитационного поля
(2.3) добавляют еще одну константу Λ:

Sгр = −
c3

16πγ

V2∫

V1

(R + 2 Λ)
√

− det g d4r.

Ее называют космологической константой. Однако, согласно
современным экспериментальным данным, значение ее исчеза-
юще мало либо в точности равно нулю. Поэтому в дальнейшем
мы будем пользоваться действием Sгр в форме (2.3).

Отметим также, что метрический тензор, определяющий
гравитационное поле, входит во все слагаемые в сумме (2.2).
Поэтому нет необходимости добавлять слагаемые, описываю-
щие взаимодействие гравитационного поля с веществом и с
электромагнитным полем. Тем более, что такая добавка мог-
ла бы изменить вид уравнений динамики для вещества и вид
уравнений Максвелла для электромагнитного поля.



152 ГЛАВА V. ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

Перейдем к выводу уравнений динамики для гравитацион-
ного поля. Для этого рассмотрим деформацию компонент
метрического тензора, задав ее следующим соотношением:

(2.6) ĝij(r) = gij(r) + ε hij(r) + . . . .

Функции hij(r) в (2.6) считаются гладкими функциями, от-
личными от нуля только в пределах некоторой ограниченной
области Ω ⊂ M . Деформация матрицы gij приводит к дефор-
мации обратной матрицы gij . Для последней получаем

(2.7)

ĝij = gij − ε hij + . . . =

= gij − ε

3∑

p=0

3∑

q=0

gip h
pq gqj + . . . .

Продифференцируем соотношение (2.7) и выразим обычные
производные через ковариантные:

(2.8)

∂ĝij

∂rk
=
∂gij

∂rk
−ε

∂hij

∂rk
+ . . . =

∂gij

∂rk
− ε∇khij+

+ ε

3∑

p=0

Γ
p
ki hpj + ε

3∑

p=0

Γ
p
kj hip + . . . .

Здесь в (2.8) мы использовали компоненты связности, отвечаю-
щие недеформированной метрике gij . Теперь из (2.8) вычислим
следующую комбинацию производных:

(2.9)

∂ĝkj

∂ri
+
∂ĝik

∂rj
−
∂ĝij

∂rk
=
∂gkj

∂ri
+
∂gik

∂rj
−
∂gij

∂rk
−

− ε

(
∇ihkj + ∇jhik −∇khij − 2

3∑

p=0

Γ
p
ij hpk

)
+ . . . .
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Используем соотношения (2.6) и (2.8) для вычисления дефор-
мации компонент связности. С этой целью воспользуемся из-
вестной формулой для Γ̂

p
ij (см. (11.3) в третьей главе):

Γ̂
p
ij = Γ

p
ij +

ε

2

3∑

k=0

gpk (∇ihkj + ∇jhik −∇khij) + . . . .

Запишем полученное разложение Γ̂
p
ij в сокращенной форме

(2.10) Γ̂
p
ij = Γ

p
ij + ε Y p

ij + . . . ,

сделав следующее естественное обозначение:

(2.11) Y p
ij =

1

2

3∑

k=0

gpk (∇ihkj + ∇jhik −∇khij) .

Теперь подставим разложение (2.10) в формулу (1.1) для
тензора кривизны. Это дает:

(2.12) R̂k
qij = Rk

qij + ε
(
∇iY

k
jq −∇jY

k
iq

)
+ . . . .

Выполнив в (2.12) свертку по паре индексов, получим анало-
гичное разложение для деформации тензора Риччи:

(2.13) R̂qj = Rqj + ε

3∑

k=0

(
∇kY

k
jq −∇jY

k
kq

)
+ . . . .

Теперь выполним полную свертку (2.13) с (2.6). Это дает
разложение для деформации скалярной кривизны:

R̂ = R+ ε

3∑

j=0

3∑

q=0

(
Rqj h

qj +

3∑

k=0

gqj(∇kY
k
jq −∇jY

k
kq)

)
+ . . . .
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Рассмотрим векторное поле со следующими компонентами:

Zk =

3∑

j=0

3∑

q=0

(
Y k

jqg
qj − Y j

jqg
qk
)
.

Тогда разложение для деформации скалярной кривизны R̂
можно будет переписать так:

(2.14) R̂ = R + ε
3∑

j=0

3∑

q=0

Rqj h
qj + ε

3∑

k=0

∇kZ
k + . . . .

При подстановке (2.14) в интеграл действия (2.3) учтем, что
вторая сумма в (2.14) есть в точности ковариантная диверген-
ция векторного поля Z, компоненты которого являются глад-
кими функциями, отличными от нуля только внутри области
Ω. Поэтому интеграл от такой суммы равен нулю:

∫

Ω

3∑

k=0

∇kZ
k
√

− det g d4r =

∫

∂Ω

g(Z,n) dV = 0,

что, как видим, вытекает из формулы Остроградского-Гаусса
(см. формулу (4.14) в четвертой главе). Отсюда для деформа-
ции действия Sгр получаем

Sдеф = Sгр−
ε c3

16πγ

∫

Ω

3∑

j=0

3∑

q=0

(
Rqj −

R

2
gqj

)
hqj
√
− det g d4r+. . . .

При выводе этой формулы мы также учли следующее разло-

жение для
√

− det ĝ , вытекающее из (2.6):

(2.15)
√

− det ĝ =
√

− det g

(
1 − ε

3∑

j=0

3∑

q=0

gqj h
qj

2

)
+ . . . .

CopyRight c© Шарипов Р.А., 1997.



§ 3. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА. 155

Деформации остальных трех слагаемых в сумме (2.2) мы пока
в явной форме вычислять не будем, оставив это до § 4 и § 5.
Однако, введем обозначение

(2.16) Sмат = Sвещ + Sвз + Sэл,

назвав эту сумму действием для всех материальных полей.
Число слагаемых в этой сумме может быть гораздо больше
трех, если мы рассмотрим более сложные модели для описания
материи. Но в любом случае действие для гравитационного
поля сюда не включается, ибо в общей теории относительности
оно играет особую роль. Деформацию действия (2.16) запишем
в следующем условном виде:

(2.17) Sдеф = Sмат +
ε

2c

∫

Ω

3∑

q=0

3∑

j=0

Tqj h
qj
√

− det g d4r + . . . .

Тогда условие экстремальности полного действия (2.2) запи-
шется в виде уравнения

(2.18) Rqj −
R

2
gqj =

8πγ

c4
Tqj .

Уравнение (2.18) известно как уравнение Эйнштейна. Оно яв-
ляется основным уравнением в общей теории относительности
и описывает динамику метрического тензора gij .

Упражнение 2.1. Выведите соотношения (2.7) и (2.15) из
разложения (2.6) для деформации тензора gij .

§ 3. Закон сохранения

четырехмерного импульса для полей.

Тензор T, компоненты которого фигурируют в правой части
уравнения Эйнштейна (2.18), называется тензором энергии-
импульса для материальных полей. Он определяется соотно-
шением (2.17), и содержит в себе вклады от всех материальных
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полей и от их взаимодействий. В рассматриваемой нами моде-
ли пылевидного вещества в электромагнитном поле тензор T

имеет три составляющие компоненты (см. (2.16)).
С тензором энергии-импульса связан закон сохранения че-

тырехмерного импульса для материальных полей. Для вывода
этого воспользуемся тождеством Бьянки:

(3.1) ∇kR
p
sij + ∇iR

p
sjk + ∇jR

p
ski = 0.

Подробнее относительно тождества (3.1) см. в [2] и [6]. Выпол-
ним свертку по индексам i и p в тождестве (3.1):

(3.2) ∇kRsj +
3∑

p=0

∇pR
p
sjk −∇jRsk = 0.

Здесь мы воспользовались кососимметричностью тензора кри-
визны по последней паре индексов (см. [3]). Теперь домножим
полученное равенство (3.2) на gsj и свернем по индексам s и
j. После несложного преобразования, использующего кососим-
метричность Rps

ij = −Rsp
ij , получаем

(3.3)
3∑

s=0

∇sR
s
k −

1

2
∇kR = 0.

Произведем поднятие индекса j в уравнении (2.18), затем при-
меним ковариантную производную ∇j и свернем по j:

(3.4)

3∑

j=0

∇jR
j
q −

1

2
∇qR =

8πγ

c4

3∑

j=0

∇jT
j
q .

Сравнивая (3.3) и (3.4), получаем следующее уравнение для
тензора энергии-импульса материальных полей:

(3.5)

3∑

j=0

∇jT
j
q = 0.
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Уравнение (3.5) выражает закон сохранения четырехмерного
импульса для всей совокупности материальных полей. Это
уравнение обычно записывают с поднятым индексом q:

(3.6)

3∑

j=0

∇jT
qj = 0.

Тензор энергии импульса симметричен, поэтому порядок сле-
дования индексов q и j в (3.6) несущественен.

§ 4. Тензор энергии-импульса

для электромагнитного поля.

Тензор энергии-импульса для всей совокупности материаль-
ных полей определяется соотношением (2.17). По аналогии с
этим определим тензор энергии импульса отдельно для элек-
тромагнитного поля следующим соотношением:

(4.1) Sдеф = Sэл +
ε

2c

∫

Ω

3∑

q=0

3∑

j=0

Tqj h
qj
√
− det g d4r + . . . .

Исходными полями в действии Sэл являются ковариантные
компоненты векторного потенциала Ai(r). Компоненты тензо-
ра электромагнитного поля определяются по формуле

(4.2) Fij = ∇iAj −∇jAi =
∂Aj

∂ri
−
∂Ai

∂rj

(см. также формулу (11.5) в третьей главе). Окончательное
выражение в правой части (4.2) не содержит компонент связ-
ности. Поэтому величины Fij при деформации метрики (2.6)
не меняются. После поднятия индексов

F̂ pk =

3∑

i=0

3∑

j=0

ĝpi ĝkj Fij
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для контравариантных компонент F pq получаем разложение

(4.3) F̂ pk = F pk + ε
3∑

i=0

3∑

j=0

(hpi gkj + gpi hkj)Fij + . . . .

При подстановке разложения (4.3) в функционал действия для
электромагнитного поля

Sдеф = −
1

16π c

V2∫

V1

3∑

p=0

3∑

k=0

Fpk F̂
pk
√

− det ĝ d4r

учтем разложение (2.15) для корня из детерминанта. Это дает

Sдеф = Sэл −
ε

16π c

∫

Ω

3∑

q=0

3∑

j=0

(
3∑

p=0

3∑

i=0

2Fpq g
pi Fij−

−
1

2

3∑

p=0

3∑

i=0

Fpi F
pi gqj

)
hqj
√

− det g d4r + . . . .

Сравнив полученное разложение c ожидаемым разложением
(4.1) для Sдеф, находим компоненты Tqj тензора энергии-
импульса электромагнитного поля

(4.4) Tqj = −
1

4π

3∑

p=0

3∑

i=0

(
Fpq g

pi Fij −
1

4
Fpi F

pi gqj

)
.

Подняв индексы q и j в (4.4), для контравариантных компонент
тензора T получаем следующую формулу:

(4.5) T qj = −
1

4π

3∑

p=0

3∑

i=0

(
F pq gpi F

ij −
1

4
Fpi F

pi gqj

)
.
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Формула (4.5) позволяет вычислить ковариантную диверген-
цию для тензора энергии-импульса электромагнитного поля:

(4.6)
3∑

s=0

∇sT
ps = −

1

c

3∑

s=0

F ps js.

Формула (4.6) показывает, что закон сохранения импульса от-
дельно для электромагнитного поля не выполняется. Это
связано с тем, что происходит обмен импульсом между элек-
тромагнитным полем и веществом.

Упражнение 4.1. Убедитесь в справедливости соотноше-
ния (4.6). Для этого воспользуйтесь соотношением

(∇i∇j −∇i∇j)Ak = −

3∑

s=0

Rs
kij As

и свойствами тензора кривизны (подробнее см. в [3]).

Упражнение 4.2. Вычислите компоненты тензора энер-
гии-импульса (4.5) в инерциальной системе отсчета для плос-
кой метрики Минковского (2.7) из третьей главы. Сравните
их с компонентами тензора Максвелла (2.15) из второй главы,
а также с плотностью энергии и вектором плотности потока
энергии (см. формулы (2.5) во второй главе).

§ 5. Тензор энергии-импульса

для пылевидной материи.

Рассмотрим тензор энергии-импульса, связанный с остав-
шимися двумя слагаемыми Sвещ и Sвз в действии (2.16). В
них входит векторное поле η, компоненты которого связаны
дифференциальным уравнением

(5.1)

3∑

p=0

∇pη
p = 0,
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см. уравнение (3.4) из четвертой главы. Этим компонен-
ты поля η отличаются от компонент векторного потенциала
электромагнитного поля A. Метрический тензор gij входит в
уравнение (5.1) через компоненты метрической связности Γ

k
ij ,

поэтому при деформации метрики gij → ĝij величины ηp нель-
зя считать не зависящими от gij .

Для преодоления возникшего препятствия воспользуемся
формулой (4.7) из четвертой главы для ковариантной дивер-
генции и перепишем уравнение (5.1) в следующем виде:

3∑

p=0

∂(ηp
√

− det ĝ )

∂rp
= 0.

Введем обозначение η̂p = ηp
√

− det g . Величины η̂p можно
считать не зависящими от gij , ибо дифференциальная связь
(5.1) для них записывается в форме уравнения, не содержащего
компонент метрического тензора:

(5.2)
3∑

p=0

∂η̂p

∂rp
= 0.

Выразив ηp через η̂p, для функционала действия Sвз, описы-
вающего взаимодействие вещества с электромагнитным полем,
получаем следующее выражение:

(5.3) Sвз = −
q

c2

V2∫

V1

3∑

p=0

η̂p Ap d
4r.

Легко видеть, что интеграл в правой части (5.3) не зависит от
величины метрического тензора. Поэтому действие Sвз не дает
никакого вклада в суммарный тензор энергии-импульса.
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Аналогичным образом выразим ηp через η̂p в функционале
действия Sвещ для пылевидной материи. Это дает

(5.4) Sвещ = −m

V2∫

V1

√√√√
3∑

p=0

3∑

q=0

gpq η̂p η̂q d4r.

Зависимость этого функционала от метрического тензора пол-
ностью определяется явным вхождением gpq под знаком корня
в правой части (5.4). Поэтому разложение для деформация
Sвещ легко вычисляется на базе разложения (2.7):

Sдеф = Sвещ +
ε

2

∫

Ω

(
3∑

p=0

3∑

q=0

mηp ηq√
g(η,η)

)
hpq

√
− det g d4r + . . . .

Сравним это разложение с ожидаемым разложением для Sдеф:

Sдеф = Sвещ +
ε

2c

∫

Ω

3∑

p=0

3∑

q=0

Tpq h
pq
√

− det g d4r + . . . .

Из такого сравнения находим компоненты тензора энергии-
импульса для пылевидной материи:

(5.5) Tpq =
mc ηp ηq√
g(η,η)

= mc
√
g(η,η) up uq.

Контравариантные компоненты тензора энергии-импульса
(5.5) получаются простым поднятием индексов p и q:

(5.6) T pq =
mc ηp ηq

√
g(η,η)

= mc
√
g(η,η) up uq.

Используя коллинеарность векторов u и η (см. формулу (3.1)
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из четвертой главы) и учитывая единичность u, преобразуем
формулу (5.6) к следующему виду:

(5.7) T pk = mcup ηk.

Формула (5.7) удобна при вычислении ковариантной диверген-
ции тензора энергии-импульса для пылевидной материи:

(5.8)

3∑

s=0

∇sT
ps =

q

c

3∑

s=0

F ps ηs.

Используя формулу (3.2) из четвертой главы, формулу (5.8)
можно преобразовать так:

(5.9)

3∑

s=0

∇sT
ps =

1

c

3∑

s=0

F ps js.

Сравним формулу (5.9) с формулой (4.6) для тензора энер-
гии-импульса электромагнитного поля. Правые части этих
формул отличаются только знаком. Этот факт имеет прозрач-
ный смысл. Он означает, что в рассматриваемой нами модели
суммарный тензор энергии-импульса для материи

Tмат = Tвещ + Tэл

удовлетворяет уравнению (3.6) в полном соответствии с зако-
ном сохранения четырехмерного импульса.

Еще один важный вывод из (4.6) и (5.9) состоит в том, что
закон сохранения четырехмерного импульса для полной сово-
купности материальных полей вытекает из уравнений динами-
ки для этих полей. Поэтому он имеет место и в специальной
теории относительности, где уравнение Эйнштейна (2.18) не
рассматривается и где оно для плоской метрики Минковского
в общем случае не выполнено.
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Упражнение 5.1. Выведите соотношение (5.8) из уравне-
ний (3.4) и (4.19) из четвертой главы.

§ 6. Заключительные замечания.

Пространством событий в общей теории относительности
является некоторое многообразие Минковского M с метрикой
сигнатуры (1, 3). Величина метрики определяется парамет-
рами материи, заполняющей пространство, в соответствии с
уравнением Эйнштейна (2.18). А вот топология многообразия
M может быть достаточно произвольной. Она может иметь ло-
кальные особенности в местах с очень большой концентрацией
материи. Такие объекты получили название черных дыр. Кро-
ме того, глобальная топология многообразия M также может
быть нетривиальной (отличной от топологии R4). В настоя-
щее время общепринятыми являются модели вселенной (мно-
гообразия M), включающие большой взрыв. Согласно этим
моделям, в далеком прошлом вселенная имела исчезающе ма-
лые размеры, а плотность материи в ней была очень большой.
В процессе последующей эволюции вселенная расширялась до
настоящих размеров. Будет ли это расширение продолжаться
неограничено долго или же оно должно смениться сжатием?
Этот вопрос еще окончательно не решен. Ответ на него зави-
сит от оценок суммарного количества материи во вселенной.

Объем данной книги не позволяет рассмотреть здесь эти
увлекательные разделы современной астрофизики и космоло-
гии. Однако, на наш взгляд, изложенный выше теоретический
материал вполне достаточен, чтобы продолжить изучение этих
вопросов по книгам [2], [7] и [8]. Хотелось бы также пореко-
мендовать книгу научно-популярного жанра [9], где в увлека-
тельной и доступной форме рисуется современная физическая
картина мира.
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